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为 了 适应 我 校 教 学 的 需要 ， 多 年 米 高 等 数学 课程 一 直 使 用 自 纺 
教材 。 经 过 多 年 的 教学 实践 ， 积 累 了 一 定 的 教学 和 教材 建设 的 经 
E: 采用 我 校 所 锦 教 材 的 有 关 院 校 同行 也 提出 了 一 些 宝贵 意见 。 此 
次 我 们 根据 这 些 经 验 和 意见 ， 吸 取 教 学 改革 的 一 些 成 果 ， 并 参照 经 
国家 教委 批准 印发 的 高 等 工业 学 校 ¢ 高 等 数学 课程 教学 基本 要 
求 >， 对 车 材 和 习题 集 进 行 重新 编写 ， 并 对 部 分 内 容 作 了 调整 。 为 
了 便于 教学 ， 将 空间 解析 几何 与 矢量 代数 安排 在 上 册 。 

参加 本 书 编写 工作 的 有 蔡 高 打 、 时 宗 泽 。 邱 忠文 及 梁 立 华 。 限 
于 编者 水 平 ， 这 次 编写 不 免 仍 有 芍 误 ， 尽 请 读者 指正 。 
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第 一 章 E 数 


函数 概念 是 现实 世界 中 变 悬 依从 关系 在 数学 中 的 反映 ， 是 微 积 
分 学 的 研究 对 象 ， 中 学 里 已 学 过 初步 的 函数 概念 ， 本 章 我 们 从 集合 
的 映射 这 一 角度 出 发 来 分 析 这 个 概念 ， 并 且 简 略 介绍 复合 函数 、 反 
好 数 以 及 常用 初等 阔 数 的 一 些 主要 性 态 . 


S1 集合 与 集合 的 映射 


一 ”集合 
集合 是 数学 的 一 个 基本 概念 。 通 常 把 集合 理解 为 具有 基 种 共同 
性 质 的 一 些 对 象 组 成 的 全 体 ， 例 如 ， 某 班 全 体 学 生 ， 一 个 书柜 中 的 
所 有 的 书 ， 正 切 为 w 3 的 所 有 的 角 等 等 ， 都 是 集合 ， 组 成 集合 的 个 
性 帅 散 这 个 集合 的 元 素 ， 所 谓 “ 给 出 了 一 个 集合 ”就 是 随意 考虑 一 
个 对 象 ， 必 可 确定 它 是 不 是 这 个 集合 的 元 素 。 集合 常用 斜体 大 瑟 字 
HEA, B, Cy RRR, RRA) BF He, b, °, X, i, 
… 等 表示 。 如 果 4 是 集合 4 的 元 素 ， 就 记 为 ，a EA, 读 作 “6 属 
FA”, BM, A, a & A, RE “G 不 属于 4”， 
ASEMCEMRSURSRA. 空 集合 用 记号 gg 表示。 
由 有 限 个 元 素 组 成 的 集合 ， 可 用 列举 出 它 的 全 传 元 素 的 方法 来 
338, Min, ACH, ais s, ax 组 成 的 集合 4 Wife 
A= (a, Gts "° y Get. 
中 无 穷 多 个 元 素 组 成 的 集合 ， 通 常用 以 下 记号 表示 ! EMERAR 
种 特性 的 元 素 x 记 组 成 的 集合 ， 就 记 作 
M= x | x 挫 具 有 的 特性 }， 


例如 集合 
B={HC2,¥%¥ |) x, YAR, s?+y2S 1}, 
表示 上 E 是 由 平面 土 这 样 的 点 所 组 成 ， 它 的 每 个 点 位 于 中 心 在 原点 的 
B rB], s FINES E. 
下 夯 列 出 几 个 有 关 集 合 的 定义 ， 
EX 已 给 两 个 集合 A 与 B。 如 果 有 4 的 每 一 个 元 素 都 是 8B 的 元 
3, WRARBHTE, WA ASB, MBDA, EF CAA B” 
或 “8 包含 4” .如 果 集 合 .A 是 集合 B 的 子 集 ， WRPE SAT 
RAAT A, WARDS, AACR, ABDA. 
AEM, BRBACA OA, MEW —-T+RE BER 
CATH, TREE- ES ABU F £. 
EX ” 设 有 集合 .A 与 了 8， 邵 果 ADB, B> A, 则 称 A 与 8 相 
$, EAB. 
定 尺 ”由 集合 .4 的 一 切 元 素 与 集合 号 的 一 切 范 素 所 组 成 的 集合 
MBAS BASE, WAAUB, BU 
AUB=(x|x€ AR x EB}, 
EX ”由 属于 集合 4 又 属于 集合 BAWEAN a WS 
万 与 8 的 交 ， 记 为 A 站 8B， 即 
ANB={x [x €G 4Hx€ B}. 
定义 ”由 属于 集合 4 但 不 属于 集合 BH—-VLEAR 的 集合 叫 
fRAS BNE, WAANA, Bp 
AN B=in |x EAS g BS, 
如 果 所 讨论 的 集合 都 是 某 一 集合 上 的 子 集 ， 则 称 U 为 全 集 ， 
EX MRARSRUNTHK, MU PAF Ans KH 组 成 
HRA, MHAIR RRE), WHA, W 
ASUNA, 
二 ”集合 的 映射 
定义 设 有 两 个 集合 4 与 B，f 表示 菏 种 确定 的 对 应 规 律 ， 使 


. 2 . 


得 对 每 一 个 元 案 *x CA, BUS 都 有 崔 一 的 元 素 》E€ B 与 之 对 应 ， 
则 称 了 是 由 4 到 8 的 映射 ， 记 为 
xt yG f(x )= y. 
y nk x (ERS POR, 而 * 叫做 (在 映射 7 下) 的 原 
#. 
由 A 到 8B 的 映射 站 也 常 记 为 
4_1> 了 了 或 1 , A— B. 
4 叫做 了 的 定义 域 。 5 一 12 Y= f(x y x EASES AR. 
显然 Bj 与 B. | 
Al WA. B y OR 3 RE PRIA 2 KF D, R 5 fh [1055 码 所 成 
的 集合 ， 了 表示 .4 中 每 一 个 元 素 ( 队员 ) 取 他 的 号 码 的 对 应 规律 ， 
Nf RA — 4 H.A BI B ÉS DE 9. 
W2 设 工 表 示 平 面 上 所 有 三 角形 的 举人 台 ， 记 号 R 表示 全 Wx 
数 所 组 成 的 集合 ， 了 表示 对 于 了 中 每 一 个 元 素 《 三 角形 REA 
积 的 对 应 规律 ， 则 了 便 是 一 个 由 7 到 了 的 映射 ， 
例 3 HRARSHKERRARRE, «ER 


x >g 或 I(x)=l1zx, 
ET H R., BRB BRS. 

在 上 述 定义 中 ， BBR, WHS 是 由 AB BPRS, TEE 
AS: 车 Bj 二 8B， 则 称 f 是 由 4/4 到 8 上 的 映射 , 或 者 说 了 是 映 上 的 ， 
RS. LEA. ASME, TP 2 则 是 内 射 . 

从 例 2 我 们 看 到 ， 集 合 T 中 不 同 的 元 素 《 三 角形 ) 可 以 有 相同 
WA CHR). 如果 在 上 述 定 义 中 ， 假 定 4 中 不 局 的 元 素 在 8 中 必 
有 不 同 的 象 与 之 对 应 ， 基 车 x; Ax WESC) A R 
称 为 单一 的 或 简称 单 射 ， 上 面 例 1， 例 3 是 单一 的 上 映射， 而 例 2 的 
映射 则 示 是 单一 的 缺 射 ， 

ffl 4 WA=1x| — 11 <x =< 1;5, =i V 0=<)X=< 151, W 


‘3 


f, APR 由 f(x)=x: 来 定义 ， 则 下 是 满 射 , BT R W E 
4, BRA, AFl 0<x=< 11, B= 二 {210 克 3 寺 2}， 则 
由 上 式 所 确定 的 f 是 单一 的 ， 但 不 是 映 上 的 ; # A=4(x| 0 < x< 
1 Ps B= >| 0=< = 1 hs 则 J By Be LE, 又 是 单一 的 ， 

元 果 从 A 到 8 的 上 映射 既是 满 射 双 是 单 射 ， Rm aS, AB 
为 一 一 驶 射 或 一 一 对 应 。 这 时 号 中 每 一 个 元 喜 2 都 在 4 中 有 而 且 只 
有 一 个 原 象 与 之 对 应 ， 因 此 就 产生 了 一 个 由 互 到 4 R 射 ， 称 为 了 
WRM, wA B>A RAWAN, 

RA, KTRERAH RAUB. 

1 EHEH A、B、 了 三 者 确定 的 .对 于 两 个 上 映射， 即使 对 
应 规律 相同 ， 而 .4A 不同， 也 应 当 认 为 是 两 个 不 同 的 映射 ， 例 如 


f(xy=x?—]1 (—I<x<1), 
gi x)= x*-1 (0x2) 
就 是 两 个 未 同 的 映射 ， 


2 RS “f” 与 “f(x )” 是 有 区 别 的 ，f 表示 由 x ( x €.A) 
产生 >《 yC RUBE, Wi x RARER f Fx 的 象 ?， 
PP AC x)= y, 


$2 实数 集 


一 ”实数 与 数 轴 

在 高 等 数学 中 研究 的 问题 ， 绝 大 多 数 是 在 实数 范围 内 进行 的 . 
今后 如 果 没 有 特别 声明 ， 本 书 所 提 到 的 数 都 是 实数 . 

全 体 自然 数 的 集合 记 作 N， 全 体 整 数 的 集合 记 作 Z 。 全体 有 理 
ERRER, ELARRE WHER, 

通常 用 实数 轴 上 的 点 作为 实数 的 几何 表示 。 KAMERE 
了 正 向 、 在 其 上 选 定 了 原点 中 并 且 规 定 了 单位 长 度 的 有 向 直线 (图 
1-1). 负数 对 应 的 是 原点 左 侧 上 的 点 ， 正 数 对 应 原点 右 W ER 


+ á : 


Ca, b)= {x lascx=by, 
a 35 IB3PR29 BJ EM (co, 好 的 端点 。 这 里 aoE (a, bJ, b€ (a, b), 
类 似 地 可 说 明 

Ca, b= {x laxx<b}, 

(a, b)= (x |a<C x=ç5Y, 
(9 ,6 ) 和 (a ,5 RREFEN, 

以 上 这 些 区 间 都 称 为 有 限 区 间 . & “b 一 a ” 称 为 这 些 区 间 的 
长 度 ， 从 数 负 上 看， 这 些 有 限 区 间 是 长 度 为 有 限 的 线段 ， 闭 区 疝 
(G ,上 5) 与 开 区 间 ( 4 ,6 ) 在 数 轴 上 表示 出 来 分 别 如 图 1 一 ? 
《1 ) 与 ( 2 ) 所 示 ， 此 外 还 有 所 谓 无 限 区 间 ， 引 进 记 号 “十 ww”《 E 
作 正 无 穷 大 ) 及 “一 co”《 读 作 负 无 穷 大 ) 、 则 可 类 似 地 表示 无 限 
区 间 ， 例 如 

(a ,+°°)=4x|xZ=ay, 
(—<o,b)=(x xb, 
这 两 个 无 限 区 间 在 数 轴 上 如 图 1 -2(3),( 4 BER, 


‘Ta ,b] ` (aid) 
+, +> 
(1) (2) 
Cate) (—00,b) 
Oo a co -wm O b 
(3), (4) 
AY 1-2 


全 体 实数 的 集合 R 也 可 记 作 ( 一 co, 十 eo ) 。 它 也 是 无 限 区 间 . 
以 后 在 不 需要 辨 明 所 论 区 间 是 否 包含 端点 ， 以 及 是 有 限 区 间 还 
是 无 限 区 闻 的 场合 ， 就 简称 它们 为 “Km”, HSER RR, | 


* § « 


俐 域 也 是 一 个 经 党 用 到 的 概念 ， 设 a 与 3 是 两 个 实数 ， 且 > 
0 ， 数 集 { x | Lx 一 al <ORARCHSGRM, WUC G ,6). Ae 
WY eS SSR H i ómi x PSR A 46. 

因为 jz 一 a| < 相当 于 :，， a —3ó<x <a +à, 所 以 

Ula, D= {x lamaa tt, 
们 总 是 在 研究 a 点 附近 的 数值 时 使 用 邻 域 这 个 概念 ， 折 以 ，5 一般 
是 很 汪 的 正 数 ， 尽 管 定义 中 并 没有 这 个 限制 ， 

有 时 用 到 的 邻 域 需要 把 邻 域 的 ARR, x a 的 6 邻 域 去 pip 

Ùa 后 ， 称 为 点 6 去 心 的 5 邻 域 , 记 作 UC a ,ó >, P 
Ula ,8)= 1x]0< Ix—al <6), 
或 UCa,d)=UCa,8)\ {a}. 


§3 函数 概念 


一 ”变量 与 常量 | 

人 和 匀 在 实践 过 程 中 经 常 时 到 各 种 不 同 的 晤 ， 其 中 有 的 量 在 过 答 
中 不 起 变化 ， 也 就 是 保持 同一 个 数值 ， 这 种 量 叫 常量 ， 还 有 一 些 最 
在 过 程 中 是 变化 着 的 ， 也 就 是 可 以 取 不 同 的 数值 ， 这 种 量 叫 变量 . 

例如 ， 把 一 个 密闭 容器 内 的 气体 加 热 时 ， 气 体 的 体积 和 气体 的 
分 子 个 数 保持 一 定 ， 它 们 是 常量 ， 而 气体 的 温度 和 压力 则 是 变量 ， 
它们 可 以 到 不同 的 数值 ， 

一 个 量 是 常量 还 是 变量 ， 要 根据 具体 情况 作出 具体 分 析 ， Bl 
如 ， 就 地 球 表面 附近 地 区 而 亩 ， 重 力 加 速度 可 以 看 作 常 量 ， 但 就 更 
广阔 的 范围 来 说 ， 重 力 加 速度 则 是 变量 ， 

通常 用 字母 a b, C, BARRE, AFYA, Y, z, 
1 、… 等 来 表示 变量 . 

设 变 最 x 所 取 数 值 的 全 体 组 成 数 集 4， 那 来 变量 也 可 以 看 作 
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表示 数 集 4 中 任何 元 素 的 符号 ， 例 如 ， 若 变量 x HAR ek Ae 
开 区 间 Ca, b), MRR 
(a,b)= (x la<tix<b} 

PEM G 3 SE. BI, MERELE 3695 MEERA 
集 元 素 的 符号 就 是 常量， 在 这 个 意义 上 ， 常 量 可 以 看 作 是 变量 的 特 
殊 情 形 . 

= AsHEX 

客观 世界 的 事物 ， 总 是 直接 或 间接 地 互相 联系 、 相 互 制约 的 ， 
在 某 一 种 自然 现象 或 菜 一 技术 过 程 中 ， 往 往 有 若干 个 变量 相 瑟 联系 
并 遵循 着 一 定 的 变化 规律 而 变化 着 ， 下 面 公 就 过 程 中 只 涉及 两 个 变 
量 的 情形 《 多 于 两 个 变量 的 情形 以 后 第 八 章 再 讲 ) 举 几 个 例子 。 

Wi 自由 落体 运动 设 物体 下 落 的 时 间 为 :1 ， 沙 下 的 距离 为 
s ， 开 始 下 落 的 时 肇 ! = 0 ， 物 钵 着 地 时 肇 为 =T. BARFA 
i, Bits 与 变量 : 之 间 的 关系 由 公式 


1 
$ = gt°s (01ST) 


给 出 ， 其 中 9 是 重力 加 速度 ， 由 上 述 关系 式 可 知 ,， 当 :在 网 区 涪 
(0 ,T) 上 任 取 一 个 数 信 时 ， 按 照 二 式 给 定 的 规律 ， 就 有 一 个 确定 
的 数值 s 和 它 对 应 ， 

例 2 为 了 掌握 气温 的 变化 ， 气 象 台 每 天 用 自动 温度 记录 仪 记 
下 一 蛋 夜 气温 变化 的 曲线 ， 如 图 1 -3 所 示 的 某 一 天 记 下 的 气温 变 
化 曲线 ， 图 中 横 上 坐标 是 时 间 + ， 纵 坐标 是 温度 四 。 曲线 的 图 形 反映 
出 时 间 + 在 区 间 [ 0 ,24] 上 变化 时 ,温度 T 随 时间 ! 变化 的 规律 . 
曲线 上 任 一 点 PC o，6 ) 表示 在 时 刻 上 = a 时 , 测 得 的 气温 = b. 
所 以 ， 在 0 二! 太 24 这 个 区 间 上 ， 对 每 一 个 确定 的 时 间 + ， 根 据 弗 
线 的 图 银 都 有 一 个 确定 的 温度 个 和 它 对 应 . 

AS Mi Wil, S—-RHEEEH, WAALER 
物 重 量 忆 而 变化 。 设 弹簧 最 大 负荷 量 为 10kg， 用 实验 方法 测 得 长 度 
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= 1-3 


i 与 负荷 重量 只 之 间 的 关系 用 表 给 出 ， 


ERE, 和 了 是 两 个 变量 .2 的 取 值 范围 是 {0,1,2,3,*， 
9 ;10}。 在 这 个 荡 转 内 每 给 定 一 个 户 的 值 ， 根 据 上 表 都 有 一 个 确定 
的 数值 ! 和 它 对 应 。 变量 户 与 1 之 间 的 对 应 规律 是 由 一 个 数值 关系 
表 给 出 的 . 
抽 去 上 面 几 个 鲍 子 中 所 考虑 的 量 的 实际 意义 、 它 们 都 内 达 了 两 

个 变 最 之 间 的 相依 关系 ， 这 种 相 术 关 系 给 出 一 定 的 对 应 规律 ( 这 种 
规律 可 以 用 公式 给 出 ， 也 可 用 表格 或 图 象 甚至 其 它 某 种 约定 的 方式 
给 出 ) ， 根 据 这 一 规律 其 中 一 个 变 基 在 其 变化 范围 内 任意 取 定 一 个 
数值 时 ， 另 一 个 变量 就 有 一 个 确定 的 数值 与 之 对 应 。 两 个 变量 的 这 
种 对 应 关系 ， 我 们 宫 以 用 集合 陕 射 的 概念 把 它 归 纳 为 如 下 的 函数 定 
X. 

EX RAAT RA B, f 是 一 个 确定 的 对 应 规 律 ， 如 果 
对 于 4 中 每 一 个 数 *， 通 过 f ，B 中 都 有 唯一 的 数 》 和 它 对 应 ， 记 
为 


by 或 f(x )== Y, 

这 时 ， 称 j RAD BHR, Ri 是 4 上 的 函数 ， 并 称 .4 为 函数 的 
定义 域 ， 当 * 遍 取 4 中 一 切 数 时 ， 与 它 对 应 的 数 》 组 成 数 集 

B= |y=/(x ), x EA}, 

称 By 为 函数 的 值 域 ， 显 然 By 三 B， 变 数 * RAE, BY Bix 
的 给 定 而 确定 ， 叫 做 因 变 量 ， 

由 定义 可 知 ， 一 个 函数 是 由 对 应 规律 f PORE RAE 
的 ， 值 域 Br 王 刀 是 随 着 了 和 4 给 定 而 确定 的 。 将 函数 定义 与 隐 射 定 
义 加 以 对 比 ， 不 难 发 现 ， 函 数 概念 是 映射 概念 的 特殊 情况 ， 由 一 个 
数 集 到 另 一 个 数 集 的 映射 ， 因 此 有 关 映 射 的 术语 和 说 明 ， 对 函数 概 
念 也 完全 适用 。 例如: WS S” RERE x.x € A) p Ay > 
ES HWA, Nfs ?表示 通过 + 在 呈 中 与 < 对 应 的 那个 数 ， 
这 两 者 是 有 区 别 的 . 但 习惯 上 常 把 4 上 的 函数 说 成 “变量 ?了 是 这 
Etx 的 函数 ”， 并 且 用 符号 ? =: f(x ) 来 表示 。 从 这 个 意义 上 Uk, 
两 者 表示 的 是 同一 概念 . 

根据 定义 可 知 ， 前 夯 三 个 例子 给 出 了 三 个 函数 。 在 例 1 P s 是 
+ 的 函数 ， 定 义 域 是 [0 ,TT] ;在 便 2 中 个 是 RR, EMR 
(0,20, 在 例 3 中 弹簧 长 度 ! 是 县 挂 重 物 的 重量 p 的 函数， 它 的 
Te RMERRLO, 1, 2, +, 103, W=4- BT. BJ PPE Ik pR Y H 
数 对 应 规律 的 三 种 常见 的 表示 方法 ， 即 公式 表示 法 (或 分 析 表 示 
法 ) 、 图 形 表示 法 与 表格 表示 法 .在 高 等 数学 中 ， 主 要 是 研究 用 公 
式 表示 法 所 表示 的 函数 ， 和 同时 为 了 加 强直 观 性 也 模 助 于 图 形 表 蒜 
法 ， 使 研究 的 问题 和 更 形象 且 更 便于 理解 . 

”” 通 数 中 表示 对 应 关系 的 记号 “了 ”也 可 以 必用 其 它 字 母 ， 例 如 
“P” “Fp” "W" % ARBRE =" x), IEF, 
= WW x), 等 等 | 

在 数学 中 ， 经 常 不 考虑 函数 的 实际 意义 ， 而 抽象 地 研究 用 公式 
裘 达 的 函数 ， 这 时 我 们 约定 ， 画 数 的 定义 域 就 是 让 变量 所 能 取 的 使 
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SAAB URS. Hin, Bh >= — Z LRA 


Ril€ —1, 1); BRIYKig¢xtid eee ve 1, +œ), 
后 ， 关 于 函数 定义 还 上 要 指出 一 点 ， 在 定义 中 到 求 对 于 每 一 个 

x € A, fEB RE R$ ME —B5 y E 下 和 它 对 应 ， 所 以 常 把 HBR 
MRS, HP eM, MEP es CAM ARSE — 
止 一 个 ， 则 应 认为 函数 不 存在 《 或 不 能 确定 函数 关系 》. BEAN 
为 了 方便 也 称 之 为 多 值 函 数 . 今后 本 书记 说 的 落 数 一 律 是 单 信和 机 
数 ， 明 有 多 值 函 数 的 时 候 ， 每 次 只 有 限于 选 定 其 中 的 一 个 单 值 的 分 支 
U3. 

= mü LP E x 

WBS = f( x ) 的 定义 域 为 D， 对 于 任意 取 定 的 x 总 DD， 对 应 
的 函数 值 为 》== 和 x )， 我 们 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 xo y， 并 把 
湾 是 对 应 关系 了 二 Cx )( x € 品 ) 的 数组 ( x, X 3ÜE x o y P 
面 上 的 一 点 ， 则 当 x% 追肥 DD 上 的 每 一 个 数 从 时， 就 得 到 点 C( x, y) 
的 一 个 集合 C， 


C= {ix y) ly= fl), x€ p>. 
RP RCH ARR y = fC ) 的 图 形 ， 
Fm JU AF. 
Wa MRM 2 的 定义 域 D=( 一“， 十 sc ) , WRA}. 
它 的 图 形 是 一 笨 平 行 于 x* 轴 的 直线 ， 如 图 1~4 所 示 . 


图 1-4 


例 5 BRI=/i—s?, EHEXRO=(-1, 1), AM 
为 (0 , 1]， 其 图 形 为 上 半 个 单位 回 ， 如 图 1 一 5 所 示 ， 


x, Ux, 

—x, M4x<0 

的 定义 域 D=( —°o, +), HRAC, +). CHAPE 
1-6 所 示 ， 


Ay Rs 
1, 53x<2> 0, 
es e a y=, 
-1,4 x < 0 


图 1-7 


RATS AS., CHE MRD= a, +e), WRA —1,0, 
1}。 其 图 形 如 图 1 - 7 所 示 . 
He x 为 任 一 实数 .不 超过 * 的 最 大 整数 记 作 [x]】， 便 


如 ， =o, (VE (=g, (—3.5)=— 4, (4)=4, 


(—2)= —2, 把 %* EREE, Fj y — (x ] 就 是 一 个 函数 ， 其 定义 域 
D= ( —ce,+% y, MHZ (全 部 整数 ). 图 形 如 图 1-8 所 
示 ， 这 图 形 称 为 阶梯 曲线 ， 

AA 6 A7 BAHT RRB jH JU ATR. HEB 
变量 的 不 同 变化 范围 中 ， 对 应 规律 用 不 辣 式 子 来 表示 的 函数 ， 通 党 
称 为 分 段 函 数 。 在 这 里 要 注意 ， 用 几 个 式 子 来 表示 一 个 函数 ， 绝 不 
能 理解 为 几 个 沙 数 ， 在 自然 科学 和 工程 技术 中 ， 经 常会 过 到 这 种 分 
RER. 

例 9 Hs 

ymi? >， 4OKx<1, 
x+1, 4x>1 
是 一 个 分 段 阔 数 ， 它 的 定义 域 D=[(0 ,十 )。 当 x €(0 ,1)W, 
WBE f(x m=. 3 ; 当 xE (1, 十 oo ) it, WAH B IE 
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m 1-3 
fx)=z# 十 1 ， 例 如， 四 为 ;ero ,1 ,所 以 (= 引 /于 
一 ETEC0， 1， 所 以 FA 一 2wt= 2; 3€ (1, +e), 


RAFC )=3+1= 4, 


作 分 毁 函 数 的 图 形 要 分 毁 来 作 。 本 例 所 给 通 数 的 图 形 如 加 1~ 
9 Bim. 
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2 函数 的 单调 性 RHR sOMEXLMAD, KEI ED, 

MERTEKE? HEERA Ber, Gx, x Ili, EA 

f(x )< f(x: 
WHERE f(x ) 在 区 和 间 了 工 上 是 单调 增加 的 《图 1 -10 7 , 如 果 对 于 区 
间 了 上 任意 两 点 xf Kx: Hx <x, EA 

f(x, V> fixe Js 
WEER (x ) 在 区 间 了 上 是 单调 减 小 的 《图 1-11)。 单 调 增 函 数 
PO RB, RRR E 22 Et Dz B| ni JW 
AEKA. 


x X> | 


= i o 
= — 


E 1-10 

Ain, Bef x ) 一 x2 在 区 间 !50， 十 ce ) 上 是 单调 增加 的， 在 
区 间 ( 一 22，0] 上 是 单调 减 小 的 、 在 《 一 ce， 十 ce ) Ame fc x) 
=. K RADDI. Min, KAJ Sss ER 间 ( —c°, 十) 内 
是 单调 增加 的 ， 

3 BRO BMS x ) 的 定义 域 D 关 于 原点 对 称 ( 即 
兰 xED， 则 必 有 一 xeED)， 如 果 对 于 尾 一 x*ED， 等 式 

ft—x)= f(x ) ' 

ERZ, WH ORDA. MANTE-«c € D, SX 
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图 acts 
F(-x)=—f(#) 

ERX, WERA % AA BR, 

例如 ，f(x )=x: 是 偶 函 数 ， 因 为 1f( 一 4) 二 (一 x)? 二 x >= 
Fx) NAWE x ) 二 x* 是 奇 沙 数 ， 因 为 f( 一 x)=( 一 x): 二 一 x* 
=— f(x). 

侦 函 数 的 图 形 关于 HN, BS XR fe —x)= f(x), 
PARR AC, f(x )) 是 图 形 上 的 点 ， 则 它 关 于 3 轴 对 称 的 点 4 
C—x, (C4 也 在 图 形 十 《图 1 -12). | .. 
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ARRHABSTFR RAEN RH, AARH A /(— x)= 
一 了 fx)， 所 以 如 果 .A(X f(s E EJE Eh K, 则 它 关 于 原点 的 对 
称 点 A*( 一 x， 一 了 (XX) ) 也 在 图 形 上 《图 1-13). 


图 1-13 


BIS = sinx AAAA, P 32 J Sco EAA S, W Wk y = 
sinx 吓 cosx 既 非 奇 函数 ， 也 非 偶 函数 ， 

4 BRAM Bee j) E X OU D ， 若 着 在 一 个 
+J Ay kak T, WIBAPTIE—x€ DA (x+£T) € D, B/ex-+T) 
= f(x MER, WES «AJR, T 称 为 f(x* ) 的 周期 ， 通 
带 我 们 说 周期 函数 的 局 期 是 指 最 小 正 局 期 

fen, Pe ?一 sinx，J 一 cosx 都 是 以 2 为 周期 的 周期 函 
3k; BRI tgs, > 一 ctgx 都 是 以 r 为 周期 的 周期 函数 ， 


§4 复合 函数 与 反 国 数 


一 ”复合 函数 
PAW SRE SEE RARE 
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i  ， 
F =m 


Ehm 946. ma Si Riki], E- F RE 2 m BU 
物体 以 初速 un 垂直 向 上 抛 出 ， 由 于 地 球 引 力 的 关系 ， 它 就 不 断 减 
速 。 这 时 速度 与 时 间 + 满足 关系 式 

U =u, gt. 


由 上 面 两 个 式 子 可 知 ， 物 体 的 动能 也 是 时 间 + 的 函数 
E= m —gt). 


这 种 形式 的 函数 就 叫 散 复合 图 数 ， 

定义 k= fu y 3 RP FPQ, «=O x BARH A 
HERBY- TETTE BA, Bak, WPA x € A, 8 
过 2# ， 都 月 唯一 的 3? 与 它 对 应 ， 这 时 就 在 4 上 产生 了 一 个 新 的 函 
数 ， 用 emp 表示， 函数 Fep 称 为 4 上 的 复合 函数 ， 记 作 

心 
wy, (FO) =y 或 yHflP(x)), x€ A, 
其 中 4# 叫 艇 中 间 变 量 ，A4 是 复合 函数 的 定义 域 ，fo9 表 示 由 x( x € 
9) 产生 了 的 对 应 规律 . 

SR Y= f( u ) 的 信 域 记 为 GG， 那 未 。 复 合 函 数 就 可 以 看 作 
RAARGHIRS. Fait, WB A Ed CMS (HBR Bet 
f ) 两 个 映射 “复合 而 成 ”. 

在 定义 中 需要 注意 的 是 ， 复 合 函 数 ( f°") ) 前 定义 域 4， 
不 能 等 同 于 函数 4 =A x ) 的 定义 域 ， 数 集 4 是 使 图 数 # 二 P(x) 
的 值 域 训 ,满足 B。 夺 2 的 实数 所 组 成 ， 所 以 一 般 地 说 ， Ë H R u = 
W(x ) 的 定义 域 中 的 某 一 个 部 分 ， 

例如 ，sinx? 是 由 sinu 和 4# 一 x%2 复 合 而 成 的 复合 函数 ， 它 的 定 
SORER, RAM, (x + 4 R H. ú lu = x +4 SHR Sr 
合 函 数 。 它 的 定义 域 { 一 和 十 se y, APARE s = x + 4 EM 
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ik RG 3383. 
_ 1 _ — 
lq f(x)= a WE. PLX) 1-5, 
RAC P(x, PLF). 


= 1 =- 1 
k: P(x) SET GFE? 
=/ ILT = l i__)’ 
PU) TFT = fi +(——) 
we tix E 2 
x? + 1 


W Reo f = jg 也 就 是 说 复合 函数 的 复合 次 序 不 能 交换 . 
复合 函数 也 可 以 由 两 个 以 上 的 函数 复合 而 成 ,例如 ， 设 了 一 


Vu, a= cign, => 则 得 复合 函数 2 一 人 / ctg =. 这 里 ， tt 和 


CRE PARE. 在 这 种 情况 下 ， 称 这 个 函数 是 由 两 个 复合 步 又 构 
成 的 复合 函数 . 

= RES 

研究 任何 客观 事物 ， 往 往 要 从 正 反 其 个 方面 来 研究 ， 例 如 ， 研 
究 物 体 的 运动 规律 ， 有 时 把 路 程 首 作 时 间 的 范 数 ， 有 了 时 又 需要 反 过 
来 把 时 间 看 作 路 程 的 函数 .这 一 类 事例 反映 到 数学 上 来 ， 就 产生 了 
反 函 数 概念 . THAW RM HEM, 

定义 DIAM = f(x), 了 是 一 个 由 数 集 4 到 数 集 召 上 的 一 
一 映射 ， 则 它 的 进 映 射 扩 :所 确定 的 复数 就 叫做 ?了 一 疙 < 0 B A 
数 ， 并 记 为 


y — x 或 x=f" Cy) 
HESH, HFS RBH, PrpIBE 2 y= f(x ) 的 反 辆 
SUC y BU MRM ES sO jË ph B, 而 其 值 域 则 是 3= 


+ 20 + 


fC x ) 的 定义 域 4. 

当 函 数 * 不 是 一 一 映射 的 时 候 ， 严 格 地 讲 ， 这 时 了 的 反 冰 数 是 
不 存在 的 但 有 时 为 了 方 恒 起 见 ， 也 将 这 种 情况 说 成 DEBRE 
SAR. Ay = f(x)= xE REI Oto) 上 的 映 
射 ， 但 不 是 单 射 ( 因为 当 a >>0 时 ， 不 同 的 实数 zx 一 一 w G , x; 一 
wa 对 应 同一 个 实数 fC 一 wa =f. )y=a ). FUE RE 
J 的 反 函 数 不 丰 在。 但 为 方 僵 起 见 ， 也 可 以 说 /定义 的 反 画 数 是 多 
HER = +. y C ElI-14 y. 


图 1-14 


BY= f(x ) 有 反 函 数 ， 则 依 定义 必 有 恒等式 


E'A), (x€ A) 
与 之 相应 ， 也 有 
fey ey, (€B) 
例如 ， 已 给 函数 
ysfa =at, GER) 


BAC —THRERN—-—-RY, HEENA 


a= (= SC y—3), (y€ R) 


* 2] + 


可 以 看 到 ， 在 这 里 有 
a) =4 ts) sler, 


te y) = |S y—3 ) + 3 = y> 


EEX, RRR ER EBR, ASRS. BH 
Asc 表示 自 变量 用 y 5 SIAF PLS JR, SrUL DE XE S PH 
RBs = j Cs ps 与 了 这 两 个 字母 互 换 而 写成 y= 二 1x)，。 
改变 代表 变量 的 字母 并 趟 影响 函数 的 对 应 规律 和 定义 域 ， 因 此 也 司 
Wik me y = f(x WRB Y = f Ax), 

RARHXAPBARAA. ARLE. EWA ARRE 
数 关系 时 用 定义 中 的 形式 ， 在 单独 用 一 个 反 画 甫 时 常用 后 一 种 形 
x. 

KR y= f ERARA Hf 3 了) 具有 相间 的 图 JE. 
WY=f (2 ) 的 图 形 则 与 原 给 冰 数 了》 二 f( x ) 的 图 形 关 于 直线 3 
= x SO (1-15), AMR Ca b) E y= f(x BBE 
HE, MWO b, a) DE y = f (x ) ERS, RZ, #Q Cb,a) 
fof (x ) 图 形 上 的 点 HIP <a, b) y= f(x ) 图 形 上 的 
A. 而 已 Ca， b) 5008, a) 关于 直线 了 一 < 是 对 称 的 《 即 直 线 
y= x 迁 直 昌平 分 线段 PQ ) . 

从 函数 的 图 形 可 以 看 到 ， 如 果 还 数 放 XX ) 是 单调 (增加 或 减 小 ) 
的 ， 则 这 种 映射 就 一 定 是 单一 移 ， 于 蚌 有 下 面 的 反 涌 数 存在 定理 . 

定理 KAR Y= fox ) 在 区 僻 I 上 单调 增 吉 或 碱 小 》， 又 设 
PIAS WR R S B, IRAREILMRPER BRM Hf l( X), € 
ZEB Li oSI DI V BR lh > 药 ， . 

ER 设 》=/(* ) 在 I 上 单调 增加 ， 即 对 I 上 的 任何 两 点 x1、 | 
Xe, 如 时 x La DA Sa Saa). 这 表示 对 B 内 的 每 一 个 》， i 
在 TI 上 有 一 个 且 只 有 一 个 x 使 了 和 * 相 对应， 有 即 站 是 一 个 由 I 到 BL 上 
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图 t-15 


Hi——RN. DME T RRs = f" t( YOR RE. 

再 证 x* =f (VBA LHRH. Ry. y. 上 的 任意 
Ws F y, <y:. 又 设 

x p=f Cy), x2 FOC ys) 

对 于 x1、xs 只 有 三 种 可 能 性 ， xiao, xy hee 其 1 > 车 2， H FY 
=f ARBRE B yi<ye, ARAR T RS AT ño PE. 事实 
k, MEA z 2x2, WaT y = f(x (> y= J(x:), JB 据 y = 
fix SH BEM yy Sy, < yB W F A. 
从 而 证 得 x = f” y EB EE MH. 证 举 

例如 ? 一 sinx 是 [一 亢 ， 也 ] 上 的 单调 增 函数 ， 相 对 应 的 值 域 是 
(-1, 1), REBAR, RERI = arcsiny+ (X fE, 而 且 还 
是 5[-: 了 ，1 3 上 的 单调 增 函 数 ， 又 如 ?一 x%2 是 (一 ce， 0) 上 的 单调 
减 函 数 、 相 对 应 的 异域 是 (0 ,十 )， 因 此 它 的 反 国 数 一 定 存在 
( 我 们 已 经 知道 它 的 反 函 数 是 x = 二 一 wv 》》、 并 且 这 个 反应 数 在 
(0 ;十 co ) 上 单调 减 小 , . . Create s omia 
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S5 msn 


一 “基本 初等 函数 
FES. RBM. HAAA, HARA REHAB 
s s | EE W DH 
1, aoh. AU 
(0,07 2269, DE 
点 ， ECO. + 6) 
Ay A HE Ei Br 


2. a= DB, Het 
(1, tom, 
Ein + OP 
mS 


4, 三角 函数 
WK RM 3 = sing 
I X BR. — e < x < F° 


L 蕊 3 为 局 期 
2. ARMA 
RA 
3, Isuxl a1 
RM Y —cosx 
re MR: — c < x < ° 
m JË + E # WF 
1, HUJAN 
2. WOW 3RT oy 
粮 


3. jeosx) «1 


正切 函数 Jy =tzx 
定义 域 : x C€ R, x * CARTS, k=O, +j iho. 


w 


> 26° 


—~_— 


——.. ee 


I, ties BH 
2. AENRTRA 


3. ema (> $) 


内 单 188 


余 切 函数 ， Y =ctgx 
EAR. x € R, x thn, k= 0, tl, +2, ++ 


图 形 £ 要 人 性质 


l. Ë x 4 oA 

2 图 形 对 称 于 原点 

3， ñ n fdf[u 0 . aym ñ àT 
tz 
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5. 反 三 角 和 函数 

BRIER BM y =arcsinxBË y =sin"le 
RRB Jy =arccosxB y = cos 1% 
ELB, — 1 < x =+ 1 


m É =z g W BH 


arcsinx#) BE MT 
Ba 

arceOsx NEN RP 
On 

2. +a 


x . x 
` —= ar. sinx =< 
2 2 


Ü <arccosxe ft 
3, arcsmx WR, 
atccosx PAR 


re — — e . — —T n. . 
== 
* 


RIEW MR J = arctgxPBR Y= g 1x 
ER, — co x < + °° 


. Of a 


m 形 | = = # m 


1. BIEXHK+ R 5 
2. *# 


! x n 
| y < arctgx < 


3. arctgx> SAR 


RAW FY —arectexByY = ctg 1x 
定义 域 ， — Cnt x <I foo 


m * | =z = 性 m 


j 
| 
i 1, MENT (0 J)a 
1 


2. = 值 
Ü <arcetgx< s 
3, zerccetrx k Wiik 


= MRR 

ER RBASRLERA HERSIENE EAEE E. 
3 HA ARA D 38 oe S. 

Ene E 2⁄2 47] S$ eR WS Ee RK E 03% d 
cr ab DR Dr Fi BRIE FA — ET TA A) RY A SB, 


， 一 一 一 一 2x— 1 
例如 ,ln sin?x, Ẹ tex , ri 


et*sin(3y+1), ++ 

等 都 是 初等 函数 . 

今后 在 徽 积 分 运算 中 常 把 一 个 初等 王 数 分 解 为 基本 初等 函数 来 
We, MAYS RE CHS Swe A, 

At 已 给 函数 》=w x* 十 sin*% ， 试 分 析 它 的 结构 . 

Ms z=xttsints, M I=? HAHA 
等 函数 的 和 ， 令 

z= x tolt h Heals =x’, ol x y=sin*°x, 
RB, a x ) 一 2 已 经 是 基本 初等 国 数 ， 而 af( JX E—+ RAB 
A. Su=sinz, W 
v(x)—=w?, w=sinx, 


KER, RTM EE 


yer *, z=u(Y +o x}, 
HTX = w=sinx, 
在 工程 技术 中 也 常用 非 初等 函数 ， 在 § 3 PHRAGOR BH 
就 是 其 中 一 种 。 讽 如 在 电子 技术 中 常用 的 “单位 阶 腾 副 数 ”就 是 一 
个 分 段 函 数 ， 这 个 函数 的 表达 式 是 


0, 5: =<0, 
foot 


341 >0, 
它 的 图 形 如 图 1-16 所 示 ， 
+ 30° 


国 1-16 


= Khaw 


ELERA ri AA RR RRM SRE. ENE 


es 和 e-: 构 成 的 ， 最 常用 的 是 双 旧 正弦 函数 和 双 曲 余 蓄 函数 ， 其 定义 
如 下 ， 


We H 1F 52 Ba Be 


sh x = 一 一 
WO Hh Ae 5K B3 Br 
e+e” 
2 + 


ENM ARRAS A "EmA FAR, WBR. 
prit MANE A HEE I h E: 


chx= 


Fe H E HA 3: 
shx e'—~-e* 
thx = chx =e 
Te iy Se OT Es 
ethes -chxz 一 ee 


shx e*¥—e * + 


. 31 ° 


图 I-17 


SZAK, Xš Rh ES 32 jt 2 pi ts, to 


shi — x)= —shx; ch( —x)=ckhz; 


1 


thi —x)= — thx; thx= thx ; 


ch?x—sh'x= 1 
等 等 但 是 ， 双 曲 函 数 不 是 周期 函数 ， 这 一 点 与 三 角 项 数 有 本 质 的 
差别 . 
XZ fH PS 3 b5 pL Bw BE HN ae. Lk, BE BR EZ B k 
ZE HE eK < J.E LAUR I = she EE PEAR 
《一 co 十 co ) 内 是 单调 增 的 ， 因 此 它 的 反 酒 数 必 存在 而 且 也 是 单 
WBD. HEX 


e~é 
y= shx= 5 ’ 


ez" 


— 2 ye" —1=0, 


ph ee e. 


| e= yt y +l. 

因为 指数 函数 只 取 正 值 ， 所 以 

e=y+Vy+1, ` 
Ep 

x=in( yt vV y Fl ), 
2 R ROM HIE ATRIA, iWAacsh ¥. jos Sy ate 
BHR SI A BS EK Pq 35 
y=arshx=1n(z=+ vx +l >, xER, 
ATRHR KAN, ATERE KR —co, +o), CRAM 
调 函 数 ， 所 以 只 能 分 别 在 舌 药 两 个 单调 区 向 (一 ce，0) 及 (0， 
Foo) 上 来 讨论 。 Re 之 0 所 对 应 的 一 支 作为 读 函 数 的 主 值 ， 则 反 
TARZ RAarche ) 的 解析 表达 式 为 
y=archx=lIn(x+vV x?2— 1), x21, 
它 在 区 间 [(1， 十 se ) 上 是 单调 增加 的 ， 
类 似 地 可 推 得 反 双 曲 正 切 函 数 《 记 为 arthx > 
1+ x 


— x 


HEMBAFKAC-—1, 1). CEARN(C—-1, 1) 内 是 单 
调 增 加 的 奇 函 数 , 


y= arthx 一 二 ln 
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第 二 章 极 限 


上 一 音 我 们 从 研究 变量 的 相互 联系 出 发 ， 引 出 函数 的 概念 ， 
本 章 将 要 进一步 研究 变量 的 变化 方式 ， 并 建立 变量 的 极限 概念 ， 极 
限 概念 是 微 积分 学 的 理论 基础 ， 微 积分 学 的 主要 概念 都 建立 在 极限 
概念 之 上 ， 所 以 有 必要 对 它 作 比 较 详 细 的 研究 . 
”本 章 和 的 基本 任务 是 给 出 极限 的 精确 定义 ， 并 论证 一 些 极限 运算 
的 基本 法 则 . 


$ 1 数列 的 极限 


极限 概念 是 由 于 求 某 些 实际 问题 的 精确 解答 而 产生 的 。 对 于 这 
类 问题 ， 已 不 能 在 初等 数学 范围 内 通过 有 限 步 又 来 获得 准确 结果 ， 
而 必须 无 限 次 地 使 用 原 有 的 初等 方法 才 可 望 达 到 日 的 . 简 言 之 ， 如 
果 问 题 楼 涉及 到 “无 限 ” 次 的 运算 ， 那 就 要 归 铺 到 极限 这 一 重要 构 
念 ，. 

一 ”面积 向 是 

平面 上 曲 边 形 面 积 的 计算 ， 是 极限 概念 的 起 源 之 一 。 例 如 ， 我 
国 古 代数 学 家 刘 徽 《第 三 世纪 》 ， 曾 提出 利用 加 内 接 包 边 形 来 推算 
MERKJA AAR. WRR: “HRA, MRR, AZ 
2, PI Tay pj, WSAAGAMARRA. ” 刘 微 的 这 种 思 
想 ， 正 是 极限 思想 在 儿 合 上 的 应 用 . 

REEGARKA. CAATARIE" AEC 253), RH 
REAd. 这样 就 得 到 一 系列 内 接 正 多 边 形 的 面积 ， 

As, Ags Aos Aos e Á, ° 
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点 所 对 应 的 曲线 的 纵 坐 标 ， 
LV: /2\* i-1 y nl \t 
o, (D Grn (= Yrs ( =). 
把 这 些 矩 形 合 起 来 就 成 为 图 2-2 所 示 的 * 级 台阶 形 ( 图 中 阴影 部 
J). 以 级 台阶 形 面 积 作为 所 求 面 积 S 的 近似 值 ， 用 S, 代 表 * 级 
EHEER, n 


=—1 TEET 


3 
n 


利用 公式 
14429 + 34 ee (n— 13 = ani X 2⁄—1), 


可 得 


1 
RO — — 3 
S, Gn (n€n—1)C2n 12) 


* 66° 


-让 (二 


容易 看 出 ， 当 # ARAK, 5. 将 无 限 地 趋 近 于 确定 的 数值 ~ 一. 


这 个 数值 一 一 就 是 所 求 的 曲 边 形 面积 . 


以 上 两 例 说 明 ， 航 限 概念 的 形成 反映 了 人 们 在 生产 实践 中 ， 对 
客观 存在 的 量 的 深入 认识 过 程 和 计算 这 些 有 量 的 方法 的 精确 化 过 程 . 
从 有 限 次 近似 值 的 计算 ， 到 判断 所 求 量 的 精确 值 ， 是 人 类 认识 上 的 
TKR, RAE RIAR KREK. 

从 上 述 丙 个 问题 看 ， 判 断 S( 或 4.) 当 # 无 限 增 大 时 究竟 与 什 
么 数值 无 限 楼 近 ， 这 是 目的 .但 是 从 数学 理论 看 ， 更 根本 的 则 是 应 
该 首先 弄 请 楚 作 么 叫做 “ 当 * 无 限 增 大 时 ,5S, 与 某 数 S 无 限 接近 ”， 
或 者 换 甸 话说， 什么 叫 艇 “ 当 # 一 口 时 ，S, 以 5S 为 极限 ”。 对 此 ， 
数学 上 应 当 有 一 个 严格 的 定义 ， 只 有 这 样 ， 才 能 使 往 后 的 推理 和 判 
断 建立 在 一 个 坚实 的 基础 上 ， 

二 数列 的 极限 概念 

通常 把 定义 域 为 自然 数 蘑 站 的 函数 n= fin) RR. 把 
We pru a fcrn) 的 沙 数 值 依照 自然 数 # 的 顺序 排列 出 来 的 一 个 无 
穷 数 囊 

His Has Hsp “"*s as 7U 
HH See FA CRAIN, WAL ue). Be A eS Bh fhe Me FL AY 
R, cM KYB Om. SAMA FLEA ERR F E. — T PS Nk yx 


集 . Win fin) 一 -人 一) 一 ( n EN )， 其 图 形 如 图 2-3 
所 示 。 这 种 图 形 不 利于 观察 当 n 一 eo 时 4 的 变化 趋势 ， 记 以 通常 将 
数列 的 图 形 用 数 轴 上 一 系列 点 来 表示 ， 如 /44) 一 -《 一 上 一， 其 
图 形 如 图 2-4 所 示 ， 

+ 


图 2-3 


H> H4 1r. E ay uy 
O l 3 64 u 
+ 163 : 
m 2-4 


下 面 通过 具体 例子 来 分 析 “ 当 n 一 co 时 ， 数 列 wu 与 某 个 数 .4 FE 

限 圈 过” 这 人 句 话 的 确切 合 义 是 什么 ， 仍 以 1#) 一 了 二 一} 一 为 
例 ， 研 究 数列 

Phe hh eee 


当 # 无 限 增 大 时 的 变化 趋势 . 
众所周知 ， 两 个 实数 上 与 5 之 间 的 接近 程度 可 以 用 这 两 个 数 之 
差 的 绝对 值 18 一 al KEE., [6 一 61 越 小 ，o 5 b RMR. y 
于 数列 ( 1 )， 因为 


ace (1) 


lu, — 1) = | (Hit = (2). 


TS n RREK, -Lak Mañu RE ARE 1, 


38° 


SPREE OH lut — PRE CH REE ee. ae 
-0 从 不 等 式 ( 2 A LBS n> 100K BH Lue — l| < 


-r 即 数列 ( 1 ?中 从 第 101 项 起 的 以 后 诸 项 


Biois i ozs "=s Hes *** 


所 对 应 的 点 都 在 点 1 的 一 一 一 a 的 邻 域内 .同样 地 ,如 困 给 定 一 二 


0 0000" 


则 数列 (1 ?中 从 第 10001 项 起 的 以 后 的 一 切 项 都 将 进入 点 :的 一 一 一 N 


的 邻 域内 ， 为 了 刻画 “ 当 CRAM, GOR T AA” > PE 
一 个 无 限 的 过 程 ， 照 理 就 应 当 将 以 上 这 种 描述 方法 无 限 次 地 继续 下 
去 ,这 当然 是 不 可 能 的 ， 要 想 描 述 出 这 种 在 自然 数 # 的 无 限 地 运动 、 
变化 过 程 中 ， 数 列 44,》 也 随 之 不 断 运 动 、 变 化 而 趋 于 确定 数值 的 这 
种 复杂 过 程 ， 我 们 就 应 当 像 下 面 这 样 来 描述 : 对 于 数列 us 一 


了 二 (一 1) ”来 说 ， 不 论 给 定 的 正 数 e 多 么 小 ， 总 存在 一 个 正 整 


n 
RN, EBT AE Nn >N Whe, REA 
ls — 1| <= | 
都 成 立 ， 从 几何 上 看 ， 也 就 是 说 ， 任 意 给 定点 1 的 一 个 。 邻 起 《无 
eZ As >, BRELEBRN, HRM {(a t+ KANT 1 TE ë BJ 
一 切 项 
UNets Hytta tam Has °°" 
都 在 点 1 的 * 邻 域内 ， 
这 样 ， 就 将 一 个 无 限 的 变化 过 程 用 简单 的 数量 化 的 语言 非常 精 
确 地 描述 出 来 上. 
加 


有 如 下 定义 ， 
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定义 ”已 给 数列 {4,} 及 常数 4， 若 对 于 任意 给 定 的 正 数 e， 都 存 
在 荐 正 整 数 N， 使 得 对 于 #2> 玉 时 的 一 切 4。， 不 等 式 


lxs— Al < 
RE, AARP AA us Mam OW WA ARI, 记 作 
limu, =A 
或 “7A Cn =), 


HEP ud AARE, BRAA u ATA. MRR 没有 
EE, KAIRE. 

上 面 定义 中 正 数 * 可 以 “任意 给 定 ”， 这 一 点 很 重要 ， 因 为 只 
有 这 样 ， 不 等 式 ls Al CoP BRR FARRER BB. 
此 外 还 应 当 注 意 到 ， 定 尽 中 的 正 整数 就 是 与 任意 给 定 的 正 数 有关 
的 ， 它 随 着 的 给 定 而 选 定 . 

从 几何 意义 上 讲 ，{as 是 a 轴 上 的 一 系列 的 点 ， 坏 是 + 轴 上 的 
一 个 定点 ，lims, 王 4 的 几何 意义 是 ， 任意 给 定点 4 的 一 个 。 邻 域 
UCA, °), RBA — A ESESKE N, EBA Lab Mave, 起 的 以 
后 的 一 切 项 
. UN+1s HN+ts Neg *** 

SAY RRR PX Age SEDE, BEANTABERTSH W 以 
外 .也 就 是 说 。 无 论 e 如 何 小 ， 除 去 有 限 项 所 对 应 的 点 而 F, RR 
无 穷 多 项 所 对 应 的 点 全 部 聚集 在 点 和 4 的 z 邻 域内 (图 2-5 ) . 


fi 2-5 


ONE a EAR ROME RSI. PR 


的 求法 ， 将 在 8 3 中 再 进行 讨论 . 现在 先 举 几 个 例题 来 说 明 极 限 要 
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WI 证 明 数 列 


2, 1 £ 3 DD 
3 aad 3? 4? y f * 
的 被 限 是 1. 
. (一 1)"-: 
证 明 设 ee ee ne a 出 


„ml |_1l 
w=] on wk. 


BTE jun 1 | 小 于 任意 给 定 的 正 数 e ,只 要 
Lenea 


ë 


* 


就 可 以 了 ， 所 以 ， 对 任 给 的 正 数 e， 取 正 整数 N=), me 
>N 时 就 有 


# 填 《一 1)a-1 " 
1 <e, 


ME A 


lim ak Gone 7 _ 
$ — at fi s 


证 毕 
; (n—I1)(2n—1) 1 
例 2 证 明 数 列 {So hemes. 
TER 4 S ,一 {n= r ] D) 
ait; 1 
3 on to Wi 


. dj ° 


se 


所 以 对 于 任 给 的 正 数 es， 只 要 


1 1 
m < 或 n g 


不 等 式 |5, 一 一 | <e 就 必定 成 立 ， TES N=(——) ÄN 
时 就 有 | 


<, 


1 
| Sy 
即 


1 1 
sni (s—1)K2n—1)= — 


lim 
iE 3Ë 

” ”注意 ， 在 利用 数列 极限 的 定义 来 论证 某 个 数 4 是 数列 u) 的 
极限 时 ， 重 要 的 是 对 于 性 意 第 定 的 正 数 e， 要 能 够 指出 定义 中 所 说 
RAEN GREE, ARE BER BIN. 如果 知 道 |x, 一 
A| 小 于 某 个 量 Pp(n)， 那 末 当 VCr)<<e 时 ， linm Al <e 当 然 也 成 立 。 
如 果 用 “PCn) ze” 这 个 式 子 来 定 出 NN 比 较 方便 的 话 ， 就 可 以 采用 
这 种 方法 ， 例 2 醒 是 这 样 做 的 . 


M3 wH lim q*= 0 ( lal <1). 


ERA He> 0, H 
lg — 0 | = lq] *, 
Efe g 0 | <e, RE 
lgi*<e 或 nlala] <ine 
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即 可 . 凡 为 181<1 ， 所 以 la191<0 ， 土 式 等 价 于 


不 妨 设 e< 1 ， 只 要 取 N -| 二 后 | Wa 下 时 就 有 
la 一 0] <e, 


所 以 
lim g=0 <D. 证 毕 


例 4 Po 为 正 的 实 常数 . iE HH tim -2 一 0 
il a 
(=~) -。 
HK, MU-EREEBRN,, Eir > N 1 时 ， 0 <<, 

在 这 时 就 有 
tT A 
(+) 7 0 


RE., Tes N B. AS 


证 明 i#e>0, BH Le Ba ERT 


G 
< 


< 或 n>, 
(s) -0 
max ( Nis [=], m z > N Fj, 就 有 


(z) -0 É 


不 等 式 


< 之 8 就 必定 成 立 ， 所 以 取 正 整数 NN= 
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RE. HD 
lim r= 0. iE 


FRAT AARASTUER OER, BAP LEO 
有 很 重要 的 作用 . 

定理 4 【极限 的 唯一 性 ) 若 数 列 {4.} 有 极限 存在 ， 则 其 极 
限 值 是 唯一 的 ， 

证 明 用 反 证 法 ， 设 极限 不 唯一 ， 若 同时 有 #4. 一 6 Ru b 
( H 一 co ) 成立， Haze, 


Sake bE, Whlimn= 4 ， 故 存在 正 整 数 Ni， 当 
n >N BMS A 
l — a | cot, 即 一 <u,<— bta (3) 


成 立 ， 同 理 因 为 ims。 二 ， 攻 又 存在 正 整 数 NN:， 当 n> 和 N: 寺 恒 有 


— ü 


2. pp ota Q TA (4) 


RE. MN=—max€ Ni, Ni), WACS NBF, (DAR 4) 式 
MERE, MAORA nET, CRA > 


bte, XFA ENT KEAN EWE, 证 毕 


AS 证 明 数列 (a) ={ D i } 没 有 极限 ， 
证 明 考察 所 给 数列 可 知 ， 当 + 到 奇 数 2m 一 1 € m € N ) 而 无 
限 增 大 时 us-: 从 zx 一 一 一 5 开始 单调 减少 . 当 ” 取 偶数 2m(Cm € 
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定义 ， 对 于 se 一 1 必 存 在 正 整 数 N， 当 4# >NBM Eg le — 61 <i 
成 立 ， 于 是 当 n > NRA 
lee} = [larmat a| < les mal + Jal < 1+ lal 


M= max( CA > Jaz] s a | ux ls 1 + |a | H WERKA {ue 
中 前 一 切 项 都 有 不 等 式 

lu, |< M 
成 立 ， 因 此 数列 {4.} 是 有 界 的 ， 证 举 


的 但是。 如 果 数 列 {4,} 有 界 ， 却 不 能 断定 它 一 定 收 欲 ， 本 节 人 出 5 


就 是 这 种 例子 。 显 然 数 列 {( 一 1)" — er 是 有 界 的 ( WE M= 


1 》， 但 这 个 数列 没有 极限， 所 以 数列 有 界 只 是 数列 收 僻 的 必要 条 
件 ， 而 不 是 充分 条 件 。 | 


S2 pari 


L 29 H Y 3228 abp 22, BARA TRAE rE: 
ATER SH n ERB: n= #)， 所 以 数列 的 极限 也 是 函数 极 
限 的 一 种 类 型 ， 即 当 自 变量 n 取 正 整数 而 光 限 增 厂 ( n 一 2 ) 时 画 
Se. fi ORRE. AVR BRRRRHRE ILHAM. ME 
续 自 变量 阔 数 2》 二 了 (x )《 名 定 义 域 为 某 些 区 间 的 通 数 ) ， 枫 研 究 
m x EREKET TE. € x ea, RC x ) 的 变化 趋 
2, BRS (RRA CREM BRAM ) BR f(x ) 的 
变化 趋势 。“ 

一 AXES DSERARRRHOMR I 

ATMRAPRBHWERRARE ETER TR, | 

Wit 自由 落体 运动 的 瞬时 速度 问题 ， 

自由 薪 体 的 运动 方程 是 


. 
a 
. 46 - 


s= s( t= = ət, 


RBA ZEN Br, = 2 HRA. 

初等 算法 只 能 算 平 均 速 度 ， 用 由 to= 2s 到 时 刻 : 这 段 时 间 的 
平均 速度 作为 在 t, 二 2 s 时 的 瞬时 速度 的 近似 尼 ， 

在 to 二 2 s 的 那 一 时 刻 ， 物 体 的 位 置 是 3( 2 )=2g, t= 
2 saita: RAHA, LAN AAA: ) RRR! 
一 2 ) (或 (2 一 ! ) ) 内 ， 位移 有 最 是 


s(t)—s(2)= = gt? —2g 一 号 (1 一 4， (1>2) 


(R D-o u- G< ). 
FHER) 它 显然 是 ;的 一 个 函数 ) 是 


S82) 1 fl ,; 
win) = 1—9 二 一 二 3 (Sot -27) 


— GCt— 4) 


SE |: 一 2| Be, 就 越 接近 于 + = 25 时 的 瞬时 速度 ， 所 以 
当 上 无限 地 接近 于 2s 时 ， 如 果 ?( : ) 有 确定 的 变化 趋势 ， 即 无 
限 接近 一 个 确定 的 数 什 ， 那 末 这 个 数值 就 应 当 是 1 = 2 s 时 的 瞬时 
速度 的 精确 值 ， 分 析 上 式 可 以 看 出 这 个 确定 的 数 是 29 、 因 此 + = 
和 时 的 有 瞬 时 速度 是 22 . 

土 述 例子 告诉 我 们 ， 求 自由 落体 运动 在 时 刻 t= 2 s 时 的 瞬时 
速度 问题 ， 实 际 上 是 要 研究 当 : DRAF 2s 时 (以 :一 2 来 家 
示 ) 平均 速度 0 《 + ) 这 个 函数 是 否 能 与 菜 个 数 信 无 限 接近 ， 如 时 
ERE, WAX TSAR Et = 2 s 时 的 腾 时 速度 (这 个 数 亿 在 数学 
ERM KY : 一 2 时 函数 9(: ) 的 极限 ) .应 当 注 意 到 。 在 研究 过 


-AT 


WF, itt FBT 2 ， 但 是 + 不 能 等 于 2 。 因 为 1 一 2 时 ， 所 
谓 的 平均 速度 也 就 没有 意义 了 ， 也 就 是 说 ， 研 究 : 一 2 时 ov(! ) 掏 
变化 趋势 如 何 ， 与 函数 0 Et = 2 时 有 没有 定义 是 毫 无 关系 
BY. 

把 以 上 讨论 的 问题 抽象 到 一 般 则 是 ， 如 果 函 数 1(x) 在 x, 点 的 某 
个 去 心 他 域内 有 定义 《 在 x。 点 函数 f(x) 可 以 没有 定义 )， RNB 
OT $n 24 x Fo PE RAVE TF x, hl c pix — TE ERA y ae f ( x 》 有 没有 
一 个 确定 的 变化 趋势 -一 即 与 某 个 定数 4 无 限 接近 。 为 此 ， 就 庶 当 
象 讨论 数列 极 梁 那样 、 首先 把 “x fiw) 元 有限 地 接近 于 常 
数 4" 这 句 话 给 也 炉 确 化 ,更 在 仍 用 例 1 来 说 明 , 所 谓 当 1 一 2 时 ，v (t) 
无 限 趋 于 定数 2g, 就 是 说 ;只 要 | 一 站 充分 小 Ct 天 2) ;就 可 以 使 ol) 
一 2g| 也 充分 小 ， 比 方 说 去 使 站 (1 ) 一 2g| <0.0001, ñ 251352 
时 有 


9 
ot 4) 


pect )y—2g|l = <3 


AW 
~ 2 | i 2 | y 

A FS alt 满足 不 等 式 
o< j1— 2| <3 0.0001, 


. 就 能 使 jv C1) 一 2 g 之 0.0001 成 立 ， 同 样 要 使 10 (1) 一 2g 之 
107°, MRA! 满足 不 等 式 

| 0< lt— 2] Kx 107° 
旗 能 办 到 ， 为 了 肇 画 当 1 “无 限 ” 趋 近 于 2 时 (+ AR" BF 


常数 2g 这 一 个 “无 限 ”的 过 程 ， 就 应 当 仿照 数 列 投 限 那样 的 猫 述 方 
法 ， 儿 给 一 个 无 论 多 么 小 的 正 数 e， 都 能 找到 一 个 很 小 的 正 数 为 x; 
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满足 不 等 式 0 <|: — 2! ci- A, KER CÇ C — 2g! 
<e RER 立 ， 
FAREN x BTx MBBS = ) 以 常数 4 为 极限 的 定义 . 
ES BERSO ) 在 xe 点 的 某 个 去 心 邻 域 内 有 定义 ( f(x) 在 
xo 点 可 以 没有 定义 ) , A 为 一 常数 ， 若 对 于 任 给 的 正 数 :， 都 存在 正 
数 6， 使 适合 不 等 式 
0< |x— x! <à 
的 一 切 BRR b) PB 8 18 f Cx ) 都 满足 不 等 式 
[f(x >— A] <=, 
WE ADS Ce ) 当 x 趋 于 xo 时 的 极限 ， 记 作 
lim f(z)=A 或 f(x)— A (Xr) 


Xx 


当 1imf(%) 存 在 时 也 称 f(x) 在 x, 点 有 极限 ， 

和 数列 极限 相仿 ， 完 全 类 似 地 可 以 证 明 ， 若 画 数 在 x。 点 极限 存 
E, Wik a EA. 

Bf x ) 当 — x WB 4 ART CE oP A JL 88 A: 
尾 章 给 定 一 个 正 数 e, 作 平行 于 Y 轴 的 两 条 直线 = 一 AteR Y= A 一 
e, 介 于 这 两 条 直线 之 间 是 一 横 条 区 域 。 根据 定 尽 ， 对 于 给 定 的 上 ， 
REBT x MBM Cx 4, x, +6), 34 y = fox ) 的 图 形 上 
Hy PR RA oe FESS Ç x. -— ó, x Tó A, (2 sex Bi, ROA 
ft) BA AAA FC we TY ABR Sat 

if(z)— A|<e 或 Am-ex<if(x)<CAte, 

BY x 46 A ee Eb Im Pi PE BU S 35 P< RY < 2-7. 

mM 2 证明 limC = C, HECHA, 

#3 证 明 lim% =. 

例 2、 例 3 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ， 

例 4 证 明 lim ( 2x— 1 )=J3. 

证 明 要 证 明 的 是 对 任 给 的 e> 0 ， DH 020, 3%0<1]x 一 2| 
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po 2-7 
<á, fay |C2x—-1 )— 3] <epk3L, 
由 于 


区 2 一 1 一 31 = l2x— 4| = 2 1x 一 2 ， 


所 以 对 任 给 的 e>0， 只 须 取 ó = 


Myo 之 |x — 21<-S i, DA 


\(2*—-1)—3| <e. 
AWHENA lim ( 2x— 1 j= 3, 


例 5 证 明 lim V%*=w2， 


证 明 ERAZER, BH 
If (tx)—Al=| vV xv 21= 


< L lx- 2|; 
/ 2 


a, MMO <x — 21 < Eb, 


证 半 


| x—2 
x+ 2 


所 以 ， 要 使 |f (< )— A ce RE |x — 2 | < 2 e Ba RR Hl 


《 因为 1( x )= /x bye EO). 
* BO * 


H#ó= min(2, /28)s 


则 当 x 满足 不 等 式 6 < x 一 | ont, RH 
lx 一 2]<e 
成 立 ， 按 定义 即 得 证 lims = 2. 证 毕 
例 6 证 明 ]lim % sin—— 0 
EB AA 


xsin-L— 0 | = 
xÇ 


sint 
sin 六 


1 
= |x] sin | < il. 


图 2-8 


所 以 ， 对 任 给 的 e>> 0 ， 只 人 须 取 6=e， 则 当 0 <| x} 6 时 必 有 


. 1 
sing T Ô <, 
所 以 


lim xsia 工 二 0 | i 
£= | x ° 证 毕 
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上 面 我 们 所 考 虚 的 极限 lim f(x ) 一 4， 其 中 x 趋 近 于 x 的 方 
式 是 任意 的 ， ETUA MEA x Lx) 8 Px í HAE MA x. 
的 右边 ( Keo RAF Xs. 但 对 于 某 些 函数 有 时 只 能 或 只 需 考 虚 “H 
MER” , MERS C) Ha ARE Ta. 记 作 * — 
X, OMe mx AHR: 或 x 仅 从 x SHAR Fx, < 记 
Ex 一 xo 十 0 或 #* 一 x ) 时 的 极限 ， 在 x 一 x。, 一 9 的 情形 ， 由 于 
这 时 x <xo， 所 以 只 须 在 上 上 述 定义 中 ， 把 0 <|x 一 xol <ó KA: 
HTL Lro RE RB, KB ARM BAR sy x Be 
于 xo 时 的 左 极 限 ， wf 

lim fé(y)= A 或 lm. ttx) 二 A 或 flx,-O=A, 


xx Ü 
类 似 地 ， Elim fx )= /4 的 定义 中 ， 把 0 < |x —x,| 之 8 下 为 x。 < 
x Laxa tÂ, 这 时 4 就 叫做 函数 六 x ) 4x 趋 于 xo 时 的 右 极 限 ， 


记 作 
lim firs A RM lim f(xz)= J, 或 f(x 十 0) 二 A， 


x+ 让 xx 

根据 左 、 石 极限 定义 ， 很 容易 证 明 下 述 定理 ， 

TRI 通 数 f(x ) 当 x 一 xo 时 极限 存在 的 充分 必要 条 忻 是 洲 数 
在 该 点 的 左 、 右 极限 都 存在 有 卫 相等 ， 即 

fixo— 0 )=f(x,+ 0 >, 

定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 .分 罚 研 究 左 、 右 极限 是 研究 极 
Rise ATE. MRT PMR, RA. HRM, 
BRAS, MAM P PX Pa Rb t FR EE. 

AT 证明， 函数 


2— y, x= 2, 


V x, x>2 
Mam 2 时 六 x)? 的 极限 不 存在 . 
HEB KRIVE. = 2 点 处 的 右 极 限 ( 见 例 5 >= 
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f( x= 


lim f(x)=lim x=. 2s 
xt Kt 
EP UEP 3k f(x £Ex = 2 点 由 的 左 极 限 是 


lim f(xzy=lim (2—x)=0, 
x x= 


因为 远 极 限 、 右 裤 限 存在 但 不 相等 ， By bllim fC x) RFF EC 图 2-9)， 
| HE 


H 2-9 

= 自 变 量 趋 向 无 穷 时 函数 的 极 黑 

x# 的 绝对 值 无 限 变 大 叫做 x 趋 应 无 穷 ， 记 作 x 一 =， 整 标 函数 的 
极限 可 以 看 作 是 x< 一 ce 时 国 数 极 限 的 特殊 铺 况 ， 仿 照 定义 整 标 函 数 
WPEBRJJyik, PUA s 一 ce 时 函数 的 极限 定义 ， 

定义 RR (x )E l | DKA s= S, LAH — Th R, 
如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 e ， 总 存在 一 个 正 数 NN， 使 得 适合 不 等 式 
1*[ 疗 六 的 一 切 x. 所 对 应 的 函数 值 f(x) 都 满足 不 等 式 

| Fao Ale, 
S K Sk ARUH a x 一 sc 时 的 极限 ， 记 作 
| lim Ix)= A 或 f#(x)—> x), 


如 果 在 定义 中 只 考虑 * 取 正 ( 负 ) 值 趋向 无 穷 ， 则 极限 记 作 
lim [=A (lim PDSA). 
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并 称 4 为 六 xy) 当 x 趋向 正 无 穷 ( AE) aR. g GE, 
limf(x)= 4 的 充分 必要 条 件 是 
lim x)= A 与 jim f(x)=A, 
同时 成 立 . 
SUL EBB, limf x)= 4 的 意思 是 : 作 直 RY Ae 
和 =A 十 8， 则 总 有 一个 正 数 入 存在 ， 使 得 当 * 之 一 NN 或 x* >N 
Bj, PG38 y = f(x) 的 图 形 总 是 位 于 这 两 条 直线 之 间 ( 图 2-19), 


Pi? 证 明 lim =o 


证 明 任 给 。>0， me|-|< ., RASE, pre 


N=, WA |x |> Nu 
有 - 


一 01< emit, MRE 


i 
i 


lim =; +20, 7 EK 
WALA, HRY =0 是 函数 》 二 二 的 图 形 的 水 平 浙 近 线 
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为 极限 的 变量 ， 尾 柯 一 个 不 为 替 的 常数 都 未 是 无 穷 小 量 ， 但 堆 是 可 
以 作为 无 穷 小 量 的 唯一 常数 ， 因 为 车 A(x) 三 0 ， 那 末 对 于 任意 给 
EA e> ORRIO LERE. 

2 无穷大 量 如 果 当 x% 一 xo( 或 * oo, 对 应 的 函数 值 的 
PER SCO] 无 限 增 大 ， 就 说 西数 放 x) 当 4% 一 xo (PR x OO) 时 是 
ARLE, MLP K, MHL, MBE. 

EX ” 若 对 于 任意 给 定 的 正 数 时 ( 无 论 它 多 么 大 ) ， 总 存在 正 
数 65《 或 正 数 N ) ， 使 适合 不 等 式 

0 之 | 一 xol < 之 5 (或 [|x*[ 之 NN) 
的 一 切 %* ， 所 对 应 的 画 数值 (x) 都 满足 不 等 式 
FD DSM, 
IM BR ERK SCH x — x Ra —co jN 93 K Eka k, 记 为 
lim f{(xd=oo 《或 lim f(x j= co), 


x= xq 


SRE IRE rh, WIO > MR ER DM (或 fx) 之 
— M), WHKERHERIKCRALHK), HEA 
lim f€x)=+00 (或 lim f(z)y= —e=e), 


xx Xs 
( x — ay Y £ z +p} 


ATE BE, BBA X — x (ER x com X 3 K Et. HH 
的 意义 说 极限 是 不 存在 的 .现在 只 是 借用 了 极限 的 记号 写成 
lim fx) 一 ce， 有 时 为 了 方便 把 它 说 成 “极限 是 无 穷 大 ”， 但 这 
ú z— 


FERRERAS ( x y ER PE, 


例 9 证 明 tin ——=e. 
证 明 在 意 给 定 正 数 好 ， 要 使 


— 1 _ 
x—] 


>" 


56 ° 


只 要 
0<Ix~1[ <E, 

所 以 ， 取 5 一 十 ， 则 对 于 适合 不 等 式 0 <1x — 11 之 5 一 前 的 一 切 

x BH 


x—! 


这 就 证 WT limp = oo 21. 证 毕 


1 |>m, 


B 2-it 


从 几何 上 米 看 ， 直 线 x == 1 是 函数 》 一 二 -图形 的 锅 直 浙 近 
i. 一 般 地 说 ， MR lim fC x =e, 则 直线 * = x, Be pH SW y = 


fx) 图 形 的 钳 直 渐 近 线 。 
应 当 注意 ， 根 据 定义 可 知 ， 无 穷 大 一 定 是 无 界 函 数 ， 但 无 界 画 


数 却 不 一 定 意 无 穷 大 ， 
810 证 明 Fx) 一 xsiax 在 (0， 十 co) 肉 是 无 界 函 数 ， 但 当 > 


57> 


mto f(s FE A. I 
证 明 ” 任 给 正 数 M， 可 取 正 整数 n 充分 大 ， 使 xs= rat > 


M, FRA f(x.) = 2nx ++ >M. FA BAK f(x EC 0, +) 


Al de 30 FE pee 
下 面 证 明 当 %* 一 十 co 时 f(x) 不 是 无 穷 大 . SAREES M= i, 
mit E N £ ZK, Al z= nz, TRDNA, X Ns 而 这 
时 
fC x,)| = inusinnn| =0<mM, 
ELLS x — ++ oo Rt f(x)= xsin TEALA KC A212), 
证 些 


图 2-12 
3 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 关系 ”无穷 小 与 无 穷 大 之 间 的 关系 
有 以 下 定理 ， 
定理 2” MPAA — x (EZ x oo MBM (BIE BK, Hy 


= 58 ° 


一 此 是 无 穷 小 , BIORESDEID* 0 I Gey RI 
大 

征明” 仅 就 < 一 xs 的 情形 给 予 证 明 ， 设 Hipf(z) 一 oo， 任 给 
> 0, 对 于 M= 二 ， 存在 5 六 0， 当 0 之 |x 一 xol COW, 有 


1 


HEJ) >M=— W < , 


_ 1 _. 
ix) 
所 以 当 x aol, ey AAA. 

EZ, 设 limf(x)= 0, HAOS 0, 

ERBEM>O, MEEL Xe 一再， 存在 3 之 0， 当 0 < 
|x— xal < ó Bt, A 

[fC x >| <= , 

HT f (x) >= Ü, 从 而 有 
>M 


= Fix 


ELTE ee ERIK, | | 
| 证 蔡 
iS (Heine EM 
前 面 介 绍 了 数列 的 极限 ， 本 节 又 介绍 了 连续 自 变 量 画 数 的 极限 
及 两 种 特殊 变量 一 一 无 穷 小 和 无 穷 大 ， 可 以 看 到 ， 它 们 的 概念 在 实 
质 上 是 相同 的 ， 只 是 目 恋 量 的 取 亿 范 国 不 同 婴 了 上 了 。 数 列 的 极限 和 过 
续 自 变量 函数 极限 之 间 的 密切 关系 可 以 用 下 面 定理 概括 . | 
定理 3 Wi Heine Em Lim f(x) 存 在 的 充分 必要 条 件 


i x0} 


+ 59 + 


是 ， 对 任 选 数列 {x, leto x. co} Rx. — co), EA AA 
(f(x. ARERR, 

TA* 仅 就 x 一 2 的 情形 来 证 ， 先 证 必 BH. 设 lim f(x) = 
A, BPE HATE (eh co FL BT aa sa AB Alin f(a) 
=A, BTix—x h, (OUR ARE, REEL 任意 给 定 
e>0, DHEEIERS, 354 0 <|x—x,| <á Bi | f(x )— Al < 
£. Xx, — x e (n—ee), ARINIERS, DEELEN, > 
n> NAO < lx,— x, | CSR, FRY n > NRA fid 
Al—< „Blim f(x,)= A 

充分 性 ， 若 任 给 一 个 以 zx。 为 极限 的 数列 (at xs x0), 数列 
{f(x} a el ERA, BI. lim f(x, ) 二 A， 要 证 明 这 时 一 定 有 
lim f(x A. 用 反 证 法 ， 如果 limf(x)s A, 那 未 一 定 有 正 Reo 


FE, AKERS ZAM, 总 存在 WERK O< [= ~ xe] < 


ò, WEI Al Der, SANRI DI, Some g "9 


则 可 对 应 地 得 到 一 个 点 列 x1，x2，…，x;，*…*，。 它 们 满足 ， 
Ale —x,[ <1, [f(x }— Al Se, 


; 1 
0 < |x," — xal <> HETH }— Al Peno0y 


h a + 和 


0 lx, rl <, Ir A] Be, 


这 说 明 对 凤 求 得 的 数列 {1x} 满足 x; 一 x。 和 且 x: 三 xo RH, fB 
{fx:)} 不 以 且 为 极限 ， 这 与 定理 的 假设 汶 拓 ,所 以 一 定 有 
lim f(x>= À, 证 些 

海 湿 以 此 充分 必要 条 件 作为 函数 极限 的 定义 ， 所 以 又 和 名 极限 的 
海 滥 定义 .在 证 明 函 数 极 限 不 存在 时 ， 用 这 个 定理 往往 非常 方便 , 


” 60. 


例 11 证 明 当 x — 0 BL, sins EAR. 


证 明 hie, Yn coix 0, Ax 0, KR 


lim Kx = lim sinnw= 0, 


HRxi=———, 4nooht, x90, Bxix0, 2H 
(2n +) 2 
2 
lim 不 ze) 一 1im sin 《2nx +>)= 1, 
由 海 混 定理 可 知 lim sin 却 不 存在 (图 2-13) 证 毕 


图 2-13 
定理 3 也 完全 适用 于 limj(x) 一 的 情形 ， 与 定理 3 完全 类 似 


£ xa) 


Ho By bl te By, 
定理 4 limf O= 0° YE 2 3R ER 对 任 选 数列 {x, |>。 
toy ware Kol Rx), 其 所 对 应 的 数列 1 和 fC%,)} 均 有 limf(%,) 


== ° ' 


Ga: ° 


由 于 定理 4 EA E BE 3 KERM, CMTE. 利用 定 
理 4 来 证 明 本 节 例 10 可 以 更 为 简明 ， 读 者 不 妨 一 试 . 

作为 定理 3、4 的 特例 可 以 推出 整 标 沙 数 ( 数列》f (n) 当 nn 一 
时 极限 存在 《 或 为 无 穷 大 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任何 一 个 由 自然 
Sc By FBR AY 3250 {ay} 

1 Shy Ng ong ety 

fO) 通常 称 数列 行 (m1)} 为 数列 {fC} 的 于 列 》 当 8 一 oo 时 有 相 
ERRER ( 或 为 无 穷 大 ). | 

用 这 一 充分 必要 条 件 可 以 使 3 1 HP] 5 的 证 明 大 大 简化 ， 


83 项 数 极 限 的 性 质 与 运算 


一 ”极限 与 函数 值 的 关系 

定理 1 (ASHER) FANS O Exx hj pl 3 A 25 
E, HA>OCRASO), MOFLA AE OAM, wh 
— U] x MV OS 0 (或 之 0 ). 

证 明 已 和 limf(#)=4, HA>O, WREE YA 
e = A> 0 Bi, ‘DREER 4, 使 适合 不 等 式 0 <| x—x | < á 的 
— H x 值 所 对 应 的 函数 值 f(x) 都 满足 不 等 式 

Fo Al ceS 即 OL OLA. 

Past, 4zElxi— 8, tet Six xo, RAJO 0. 
| A<0 的 情形 留 给 读者 自己 证 明 . 证 毕 

根据 定理 1 用 反 证 法 可 以 推 得 . 

定理 2 者 lim f= A, 生 在 xo 点 的 某 个 考 心 邻 域内 恒 有 
KORRO y WWD AS ORSO). 

建议 读者 举例 说 明 ， 若 x)>> 0 (或 之 0 ) 时 其 极限 值 可 以 是 
0. MURR BARES O> 0 (或 之 0 ) 就 断定 其 极限 大 于 去 
《 或 小 于 零 ) 。 


+ 和 * 


ZEW LTA EE, E “xno” BR “xo”, E FE j Fi 
样 成 立 ， 读 者 试 自行 把 定理 叙述 出 来 ， 作 为 本 了 段 的 补充 , 

ES 1 中 曾经 证 明了 有 极限 的 数列 一 定 是 有 界 的 。 对 函数 的 极 
限 这 个 结论 也 同样 成 立 . 

定理 3 《 有 界 性 定理 ) 若 当 x 一 xol 或 x* 一 号) 时， 函数 以 数 4 
为 极限 、 则 在 xo 点 的 某 个 去 心 邻 域内 {或 当 |*] 大 于 某 个 正 数 译 
时 ) 函数 必 有 界 . 

WM 只 证 x 一 x, 的 情形 . 已 知 limf o= A. 根据 定 义 ， 给 
定 & 三 1， 网 必 有 正 数 68 FE, 合适 全 不等式 0 < tx 一 sol <ó 的 
一 切 * 所 对 应 的 函数 肯 f x) 都 满足 不 等 式 

H(x)y— A 1 BP A iaf AAt 
PB3xC(x — Ó, xot 6 iis x hF, SRE) PR 3 值 f(x) El A+ 
LALA, WA-1L AER, iE HE 

= 本 数据 限 与 无 穷 小 的 关系 

函数 以 某 个 常数 为 极限 ， 那 末 它 们 之 间 的 差 就 是 无 穷 小 。 反 
Z, BAe x (Meron, HR OSEA AZER FH, 
RES xox Rx OR, f(x)y— ER PLA 32 A ARE. 这 个 事 
实 是 以 后 经 常 变 用 的 结论 。 现在 把 它们 归结 为 如 下 两 个 定理 . 

定理 4 FESIO KADAR, WOTA 与 基 
个 无 穷 小 c(x) 的 和 ， 即 是 说 ， 如 果 1im 拓 2) 一 4， 那 末 拓 <) 可 以 表 


í x -=x t 


RA: 
f(xd= Atals), 其 中 lime(x) 一 人 
证 明 只 证 x 一 x 的 情形 Ñalla oo= 4, 根据 定 Y, # 
Be>0, VESSO, 当 0 < Jex] < SB, 恒 有 |f(x) 一 A| 
<e, + 
al = f(x)— A, 
刚 此 时 就 有 lacx)| ee, Bma(x)— 0 (x— x), 所 以 这 时 可 将 fx) 


* 63 ° 


写作 | 
f(x)= A+ a(x), lim r= 0 , 证 毕 ` 
定理 5 FRR OSTHHAG— PRA ha(x)2> $u, BH 
HRB AARM. BBW, WES x d= Atala), 其 中 
lim. a "x)= 0, WERA 
lim f x)= 4 , 


12 —' 


证 明 只 证 x 一 xt 的 情形 ， 因 为 f(x)= 4A 十 atx)， Blim atx) 


=0, FUES e> 0 BRE SD O, 当 0 <|x— x l< ó 时 
lacile, HHFa(x)= f(x*— A, EARM 

lf{x)— Al < , 
按 定 义 就 有 lim Poem A, iz 1 


g ue Sm 
Se UCC 


定理 8 LURE MAORI S JX coh 6 iB 


atx) 


fiaz) -T 8 Fh, | 
证 明 Rikxox MG. FARE RRA ATHA 39 f (xB 
Os 有 界 ， 则 根据 定理 7 即 可 证 得 本 定理 ， 


设 limf(x) 二 4+ 0 ， 由 极限 定义 ， 若 给 定 s= loo, w 


必 存 在 3 之 0 ， 当 0 <lr <A fo A< HL, h 


FID- ARIA fool, BRA 
AL — Fol < on al <ALL, 


M50 < lma 之 6 时 有 1f(x)| A> oma, MIA 


1 


_ 1 2 
f(x) 


JA| 


成 立 ， 所 以 当 0 < tx x, | < ë ey ER, 证 毕 


四 “极限 的 四 则 运算 定理 

在 以 下 各 定理 中 ， 画 数 的 自 变量 或 者 同 是 xy 一 x, 或 者 同 是 x- ` 
°, RARE, 

定理 9 MRlim fC) A, img O= B, Wim f(x) £ g(x)) 
存在 ， 且 

lim(f(x) + g(x) = A+ B= limf( x) tlimg(x). 
证 明 Alimf(=A, limg(x)= B, BAB EE 4 8 
eg G, g(x)= B+ P, 

MPa, PARAM, - 
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f(x) + go x)= (ATE) t BAAS AB Hap). 
WEBS, a + BURA), PHAR PEA 5 可知 
lim( f(x) + g(x))= À = B. ik Ë 
本 定理 显然 可 以 推广 到 有 限 个 函数 的 情形 ， 
定理 10 如果 limf(x)= A, limg(z)= B. Wjlim(f(x)g(x)) 
存在 ， 且 
limf(*) g(x) =AB=limf(%) + limg( x). 
这 个 定理 的 证 明 ， 建 议 读者 作为 练习 .定理 10 也 可 以 推广 到 有 
Pa} Be 32 B 3 AD BIE. 
-推论 1 如 果 1imf(x) 存 在 , WMCA, mW 
lim(Cf0x))= Cimf( x). 
“推论 2 如果 limf(x) 存 在 ， 而 rn 是 正 整 数 ， 则 
lim fx) "= Uim)". 
定理 11 WF limf(x)= A, limgoO=B, E B= 0, W 


. f(x) 

lim e FE, H 
im Ax) A lim f) 
m d B lim gx) ° 


WER IHlimf(xz)= A, lmg) =B, # 
Jf(xa)= AT <a, g(x)= B+ 8, 
Hypa, PARAM. TE 


fix) A Ate 


— = 


ax? B B+P 


Ba- Ap 
DC B+ B> ° 


_ 1. 
B= 


分 母 的 极限 是 53 关 0 ， 根 据 定理 8 kp k A 3 j, BRE 
FE $ 就 得 到 


f(x) _A__lim f(x) . 
lim B lim g(x) ` =? 


定理 12 WR xd Sols), Wülimf(x)=a, limg(so=b, W 
KY Tab. | 

证 明 tf FODS) ga) Wied, 由 本 节 定 理 
94 

limFCx )= fim (Cx )— gfx) =limf(*)—lim gl x)= amb. 
ATE? Hi Ra—bS0, Mamb, 证 举 

最 后 ， 请 读者 注意 ， 由 于 整 标 函 数 的 极限 ， 可 以 看 成 x 一 十 co 
时 的 一 种 特殊 情形 《 取 正 整数 的 无 限 增 大 》、 因 此 本 节 所 有 的 定理 
及 推论 对 数列 的 极限 也 是 成 立 的 ， 

fai È lim (2x 一 1)。 


r=] 


WM BH lim tx=2lim x=2" 1=2, 


x] x=] 


lim I= 1 
x=] 


都 存在 ， 所 以 


lim (2x—1)=1im 2x—lim 1=2—I=1. 
xt! xi x>] 


2x?*+x—4 
3x7+2 =” 


#2 求 dim 
解 因为 lim (22 十 Y 一 人 二 2， (一 1)3 十 (一 1) 一 4 一 一 3 
lim (2x4 +2)=3 -(—1)? +2=540, 
所 以 


. 69 + 


2x**+ xd 3 


lim sr TT" 


从 上 面 的 例子 看 来 ， 求 有 理 整 函数 ( SHR) 当 x 一 x, 时 的 极 
限 ， 只 要 用 zx。 代替 函数 中 的 x 就 行 了 ， 对 于 有 理 和 分 式 孙 数 【《 即 两 个 
多 项 式 之 商 所 成 的 函数 ds REDRE: =” HAZ, 这 种 作法 


也 是 对 的 。 事 实 上 (m，+* 为 正 整 数 )， 
Jim aor tt ar l+ et apta) 


Xx 


=æ allim)" +a Chime" + Jima, 
xx xx xx 
=a xy Haix l + t aa, 
当 b x; thir He bbe Xo bbe HOR 
1: azta i + + a, 
ete bez" +bix™ + +b, 
lim (aox -peir ttet a) 
= >“ 20 . 
lim (box 十 ix 1 + T ba) 
Yo 
ex ae (teeta, 
boxi (Fbixg l+. +b, ° 


#;HLR0z 4635 8 EDADA C 简称 有 理 函 数 》， 则 当 其 分 母 
#Ex 点 不 为 霍 时 ( 即 当 xo 为 R(x}) 定 义 域内 的 点 时 ) , BE Slim Rx) 
| 


一 Ri). WRENS EEx 点 为 零 ， 那 就 要 用 其 它 方 法 研究 ， 


. y*— 3x—+ 2 
AS R lim “35x46 ° 


M 分子 分 母 的 极限 辣 为 零 ， 当 * = 2H, 


x?—3x+ 2 (x—1)(x—2) _ z—1 


x?—5x+ 6 (x—2XxXx—3) XxX—3? 


. 69 ° 


BARS 一 2 时 的 极限 时 x = 2, POA 


T 2 一 3x 十 2 _ =lim l= 
2 一 5X 十 和 B x-3 2-3 TTi + 


. x3-+ 1 
例 4 R lim = 六， 


R H lim (x—1)=0, 而 lim(x*+1)=2%0, 
AREY AUS BR PRE. LB | 


, Xl _ 
lim sf 0, 


根据 光 穷 小 与 无 穷 大 的 关系 定理 ( $ 2 定理 2 ) 可知 
x+ 1 


_ «Fl a 
lim x—1 * 


如 果 两 个 分 式 都 是 无 穷 大 ， 欲求 其 和 (或 差 ) 的 极限 ， 一 般 都 要 
先 通 分 化 简 再 求解 ， 


AS R tin | 
R BAMs +105 


- 


1 _ 2 tI? 
x 一 1 x2— 1 xi—] 
_I-  x—1 _. 1 
xy2— 1  <x+1 ° 
所 以 
tim [二 


, SY — dx +2 
AG k lim 一 7x5 干 27 一 9 * 


a 79 + 


解 ” 先 用 x* 去 除 分 子 及 分 母 ， 并 注意 到 limz = 0 ， 于 是 有 


_ 3xš5— 4x2 + 2 
lim 7x’ + 2x— 3 


解 ” 先 用 x* 除 分 子 和 分 母 ， 再 取 极 限 得 


, 3xi—2x— 1 
lim 2x 5 — x? + 5 


OR 应 用 例 7 的 结果 ， 根 据 无 穷 小 与 无 穷 天 的 关系 定理 即 得 


im 2xs 一 2 十 5 _ 
:342 一 2X 一 ] ~~ * 


归纳 例 6 、7 、8 可 推 得 一 般 情形 : 


， a, x"+ua x ta 
lim C babi be bbe 


= 71 ` 


( ==, 34 n = mt, 
=: 


| 0, 当 m 之 n， 
on 


> man, 
HB PastO, bar 0. m, n JJ3F A 93%. 


Wo Rlm 

解 当 x 一 ce 时， 分 子 分 母 极限 都 不 存在 ， 所 以 不 能 用 商 的 极 
限 运 算法 则 ， 把 < 看 作 是 sinx 与 十 的 乘积 ， 天 * OM, SRE 
穷 小 ， 而 sinx 是 有 界 函 数 ， 所 以 由 本 节 定理 7 有 


. sinx . 1 , 
lim x =Jim — *-sinx=0 。 


x— £ a 


注意 当 x Co, sint RETETE, HVUFMLT BE JH 3824166548 Pš 
运算 法 则 . 


S4 极限 存在 的 准则 及 两 个 重要 极限 


下 面 给 出 判定 极限 存在 的 两 个 准则 ，。 作 为 这 两 个 准则 应 用 的 例 
子 ， 讨 论 两 个 重要 的 极限 . 

— KMEN 

EM) PEs AMRTEOCORA REJ | > MW 》 有 不 
FA 

F (x)<ç; OSG 

ma, B . 
lim F(zm)=lim G(x)= A, 


Ky er xy 
(x ws) ix gy) 
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则 当 xw 一 xo( 或 x 一 品 }) 时 ， 了 (x) 的 极限 存在 旦 等 于 .4. 
证 明 只 证 x 一 xo 的 情形 。 因 为 当 x 一 xo 时 有 F(x) 一 4 G(x) 
一 A, MMR e > 0, HES OHO, 4O — ([x— xl <j, if, 
恒 有 IFD- A| < 之 2 ; tB063F4F6220 , 40 <|x—x,| <ó, 时 ， 
mA |G(x)— A| < e. #Rô=minld s, ð), W4 0 < |x- xl 
<s BPD |F(x)— Ale, (Gio A| < e Atak, BAR 
A 
Aed Fi x) A+ e, 
A—s<G(x)< A+ e 
x. PHVA Sb CHB, 40 < s—x || <ó TER, F (x) 
s f(x)<G(x) CRR, THA | 
A— ° P(N OSG A+ e, 
即 当 0 <le x, | 之 6 时 , EA [fio A| < e 成立， 故 


lim f(x)= A , 
xx 证 毕 


应 用 这 个 准则 前 时 外 要 先知 道 函 数 ACx) 介 于 哪 两 个 有 同 一 极 
限 的 函数 之 间 ， 在 简单 的 情况 下 ， 这 可 以 通过 对 问题 的 分 析 得 到 

例 1 证 明 1imsine 一 0 及 limcosa 一 1。 

ZR ” 先 证 明 limsiac=0 。 在 单位 圆 里 ， 圆 心 角 a 所 对 的 加 弧 


之 长 也 是 a， 而 sina 是 圆心 角 2a 所 对 的 弦 长 的 一 半 ( 图 2-14). 由 图 
形 可 见 ， 当 0 <a <TM 

0 —<sina<—a, 
ESTE MW Alli sina= 0 ， 当 a 之 站 时, $t =— a MG aco 
时 ， *—+0*, SRA 


lim_ sin@= lim sin(— p= — lim Sint=0, 
s97 t~o* 


因此 有 
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H 2-14 图 2-15 


lim sinG=0 . 
t — Ü 


再 由 图 2-14 中 直角 三 角形 的 三 边关 系 可 见 
I —sine<icosa<. 1 


而 
lim C(1l—sin@)= 1—lim sin&= 1, 
故 由 夹 抗 蕉 出 得 


lim cos@=1, 
r iF Ë 

FRASER D ARKE. abis Er i 时 ， 
有 以 下 的 重要 极限 


lim 
€ 


- a ` 
u 1, (4.1) 


证 明 BAER HT Ha x0 都 有 定义 ， 在 图 2-15 所 示 


的 单位 圈 中 , 设 圆心 角 人 40B8=a(0 <a <), Ñ ANBI Hi 
OB 的 延长 线 相交 于 D， X.BC LOA, WJ | 
+ 71 * 


， sin? y 
= 2im{ x 2. 


tE2X _ sin2x 9 
¥} lim x lin m PPT" 
= 2lim pp 2. 
二 单调 有 界 淮 则 
YH 352 ER H 
HL (1) 
就 称 这 个 数列 是 单调 增加 的 ; MARA a SRE 
thy ihe og oot Peete, (2) 


WL HR SX > HN E PA 22 A. 3381586 BD a b h) ee EB 2 É 
FAI, 

MSR EMAC 1). (2 ) 两 式 中 等 号 都 不 成 立 ， 就 称 这 个 数列 
是 严格 单调 增加 或 严格 单调 减少 的 ， 在 ( 1 )、( 2 ) 两 式 中 可 能 有 等 
导 成 立 的 单调 数列 也 可 以 叫做 广义 的 单调 数列 ， 今 后 称 单 调 数列 都 
是 指 这 种 广义 的 单调 数列 ， 

定理 2 【单调 有 界 准 则 ) 车 单 谓 数 列 是 有 界 的 ， 册 它 的 极限 
GFE. 

FES LPRAIER, kR E 43, BANAH, 
有 界 的 数列 不 一 定 收 敛 ， 这 个 单调 有 界 准 则 表明 ， 如 果 数 列 不 仅 有 
界 ， 并 且 是 单调 的 ， 那 末 这 个 数列 的 极限 一 定 存 在 ， 即 这 个 数列 必 
定 收 就 ， 

从 几何 直观 上 看 ， 这 个 准则 的 成 立 是 比较 明显 的 。 在 数 轴 上 ， 
对 应 于 单调 数列 的 点 ws 只 可 能 向 一 个 方向 移动 ， 所 以 共有 两 种 可 
能 : 或 者 xs. 消 数 轴 移 动 到 无 穷 远 (aw 一 十 co 或 4 一 一 co) ;或 者 点 4 无 
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Z i í k it o mii 
Hi H 2 aig Ha ata, A H 


图 2-16 
PTH A ACH2-16), CRRA ARR. AME 
已 假定 数列 是 育 界 的 ， 即 数列 所 对 应 的 全 部 点 都 落 在 数 轴 上 某 一 个 
区 间 [ 一 时 ， 寻 ] 肉 ， 那 未 上 述 的 第 一 种 懂 况 就 不 可 能 发 生 了 .因此 
这 个 数列 必定 有 极限 . 

这 个 准则 的 证 明 已 超出 本 课程 的 范围 ， 在 此 从 略 ， 作 为 它 芍 应 
用 ， 我 们 讨论 另 一 个 重要 极限 


lim (1+#) 
下 面 首先 考虑 x 取 正 整 数 而 趋向 十 oo 的 情形 . 
$ ui 一 ( 1 ++) TEEKS A RI OM ELE 上 B. 
按 牛 顿 二 项 式 定理 把 它 展开 


ls" n 一 
w=(1+) =14+—— 1 _atn=D l i. 


n 2! n? 
nin— l)i n— 2) 1 
+ 3 ` n° 
二 十 nín— linnti)? „l 


ni n 


=1+1 +- (1 -4)+ (1 —1)(; ~2)+... 


+h -2(1 8-154), 


类 似 地 ， 


u = 1 +1 +r rO- sar?) 


9 oT ps 


hist) 
tarn (1 FT) 


+r (1 HH sr): (3 ~ aI Se) - “SEL tr) 


比较 gs，#+i1 的 展开 式 ， 可 以 看 到 除 前 两 项 外 ，u 的 每 一 项 都 小 于 
Ber RA, W Hs. E£ SRR, Fe K 0 * 因此 
Lt 15 
LA le APR. 下面 再 证 明 它 还 是 有 界 的 .为 为 如 
ee EE ELE LER, WA 


<+ 1 +— L-i + 
= 1+- 一 一 全 一 :一 — 8, 
2 


这 说 明 数 列 s. 是 有 办 的。 根据 单调 有 界 准 网 可 知 这 个 数列 的 极限 存 
在 ， 通常 用 字母 e 表 示 它 ， pp 


lim (1+4) =e. 


可 以 证 明 数 e 是 个 无理 数 ， 若 取 它 的 小 数 到 第 15 位 ， 其 人 是 ” 
et 2,718281828459045, f 


HARKAT AHH oR- oB, BAC 十 二 ) * 的 极限 都 
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FEARS Fe. EAP, 
Pr n< x—<n +I, 则 


(1 + a ) <(1 +<) <(1 +a), 


H n 5jx 同时 趋向 十 ee， 因为 


lim (ey “lim Mien) (ita) Re 
由 夹 挤 准 则 即 得 
lim (1 +—) =e. 
SHS Ct +1), Wx 一 一 时 ，， 一 十 co， 从 而 


jim 1 (1 +=)’ = lim (1 —— == y i 


一 fet, 


= Hm (er = Him (1 + a | 


-liml(1+7) -(1+4)] 
=f, 

综 上 记述 ， 我 们 证 明了 一 个 重要 极限 
| dia (144 = (4,2) 


tome 21, äro so. 所 以 
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lim (1 +=) =lim {itz)* =e. 
Ak, (4.253. Ej L13523 


1 
lim C1-+x)} *= e, (4.3) 


| 24r 
例 4 R lim (1 +). 
MF x=2t W x 一 ceo 时 有 # 一 ce， 因 此 有 
£ Ze 
lim (1+4) 一 Him (1 +4) 
=, iz 
Siim [(2 +7) | =e. 
fis R lim (i= x), 
MS x=-a, Wx Heie m0, FEE 
a “~~ 
lim (1—x)'=lim (1 +4) 


1 
(1 + <)“ 


RZ. — 


£ 


在 目 然 科学 中 ， 用 e 作 对 数 底 或 指数 底 的 函数 在 求 导数 时 有 特 


殊 的 便利 ( 见 导数 一 童 ) ， 因 此 被 经 常 采用 以 e 为 底 的 对 数 称 为 
自然 对 数 ， 用 lx 表示 log.x. 
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§ 5 无 穷 小 量 的 比较 


E$ 3 中 已 经 辑 道 ， 两 个 无 穷 小 的 和 、 差 及 莱 积 都 是 无 穷 小 , 
但 号 两 个 光 穷 小 的 商 却 会 出 现 不 同 的 情况 . 例如 当 * 一 0 时 2x， 
sings RRA), Tú 


两 个 无 穷 小 量 之 比 匆 极限 和 的 各 种 未 同和 情况， 反映 了 不 同 的 无 穷 小 趋 
和 癌 于 等 的 “快慢 ”和 程度， 就 上 而 儿 个 酌 子 来 说 ， 在 x 一 0 的 过 程 中 
x 一 0 出 2x 一 0 “ 快 些 ”或 者 反 过 来 2x 一 0 ix2— 0 “ 慢 些 ” 
而 sinx 一 0 与 * 0 “RBH” . 

下 面 仅 就 两 个 无 穷 小 量 之 比 的 极限 存在 误 为 无 穷 大 时 的 情况 来 
进行 比较 ， 所 讨论 克 和 记者 是 在 同一 个 自 变量 作 同 一 变化 的 过 程 


中 的 无 穷 小 ， 而 lim 志 也 是 在 这 个 变化 过 程 中 的 极限 
定义 ” 设 e“ 和 月 是 两 个 无 穷 小 量 ， 
如 果 Iim £= 0 ， 就 说 是 比 a 高 阶 的 无 穷 小 


如 果 lim =o, RB GLU e 低 阶 的 无 穷 小 。 


如 果 lim £= C 二 0， 就 说 8 与 a 是 同 阶 无 穷 小 ， 特 别 是 当 C 


一 1 时 ,我们 称 6 与 是 等 从 无 穷 小 ， 记 作 a ~ 6. 
例如 当 % 一 0 时 x?，1 一 cosxy，tgx 都 是 无 穷 小 ， 因 为 


* BF + 


lim Ses% > 所 以 当 x — 0 It 1 —cosx Sx? 2 J By 3: 


l! 


s= x? 
aN 
lim Šg = 0, BELLY x — 0 时 x9 是 比 tgx 高 阶 的 无 穷 小 


《 RA Vitex Ex? HER ATC STD. 


lim —S4-= 1, PRU x 一 0 时 tgx 与 x 是 等 价 无 穷 仆 ， 即 tgx 


x), 


下 面 介 绍 等 价 无 穷 小 的 代 换 定理 .这 是 求 极限 时 常用 的 方法 . 


定理 1 Wore’, B<, Blim EEE, W limbert 
目 有 
8” 


ae 
证 明 AA lim — = 1 Lim =1, KE 


r é 
lim = tim (f : 2 . 2 


ti B . Ë . g 
== lim p’ ‘hm -y ' lim TT 


a 
, | 
=lim Z=. f 证 毕 
pi . sinz | 
Wi R lim -ax 


fi ”因为 sin2x—2x, ig3x~3x, BEL 


. sin2%* _— 2x _ 2 
lim ar hin Geo 


. $2 a 


sin’ 


Mi K lim Far 
M24 xO, sinx~x, 无 穷 小 x* 十 3x 量 然 与 它 自 身 等 价 ， 
所 以 E | | 


. sing = ji x =} 1 ` 
la wets EM sFr Ha SEG 


Tj 


= 一 一 


3: 

应 当 注 意 ， RRR Az AIH BEER TB 0 pul 
A+ Sr 63 Rae. Plo, 4x SOM, sinn~x, tgx— 
x, 如 果 在 以 下 极限 式 中 ， 


. tex — sinz 
im — —— T 
x —= Ü | x 


分 别 用 x 代替 tex 与 sinx， 则 得 到 极限 为 零 的 错误 结果 ( 读者 不 难 
MER TREES >, 
OS ASOT RETR REER, HRA Z 


间 是 否 育 “等 级 ”的 差异 ， 下 面 介 绍 的 这 两 个 记号 “2” 及 “O” 
就 是 起 这 种 作用 和 的， 它们 在 自然 科学 及 工程 技术 中 是 时 常用 到 的 . 


车 lim 占 二 0， 则 记 B=o(a)， 如 果 a、B 都 是 无 穷 小 量 ， 则 6 一 
of(c) 表 示 有 是 比 c 高 阶 的 无 穷 小 ， 而 8=of 1 ) 就 表示 B 本 身 是 RY 
AE. 

LEARRMEMRNE AH, ER RM>D 0 W 


G SM, Wit P=Ola), FFA CHR, Anita, pE A Br 


"i 8s Ta 


先 穷 小 量 ， 这 时 lim 二 存在 ， 因 而 号 必定 有 界 ， 所 以 也 就 有 后 二 


Ota}, 
WARE. 不 论 B 二 ota) 还 是 8 二 Ola), 都 是 只 有 限定 和 8 在 
所 讨论 的 确定 过 程 中 才 有 意义 . 因此 一 般 我 们 还 得 完 它 后 面 注 明 变 


化 过 程 . 例如 二 一 o( 坪 )( HOS), 1 —cosx=olx) (x70) BS, 


§ 6 连续 函数 


一 ”函数 的 连续 性 

自然 界 中 有 许多 现象 ， 如 气温 的 变化 ， 生 物 的 生长 ， 金 属 棒 受 
热 时 其 长 度 的 增加 ，…… ， 等 等 ， 都 是 连续 变化 车 的 ， 例 如 就 气温 
的 变化 而 言 ， 当 时 间 变 动 很 微小 时 ， 气 温 的 变化 也 很 微小 ， 这 就 是 
BR BREE. 
| 下 面 先 引 入 增 量 的 概念 ， 然 后 给 出 函数 连续 性 的 定 闵 ， 

设 变量 ws 从 它 的 一 个 初 值 4 变 到 终 值 4。， 终 值 与 初 值 之 Bu 
u EM ke AE Bea Zea 处 的 增 量 ， iA, BP 

A= HMH, 

增 是 As 可 以 是 正章 ,也 可 以 是 负 的 ， 当 As 0 Bs Eu Ku wale, 
=u, FASEKA: 当 Ax< 0 时 变量 :是 减 小 的 。 

EHER: JS Auer 8083874 A E RRM, 而 是 一 个 
不 可 分 割 的 整体 记号 . 

现在 假定 函数 y= f(x) 在 点 x。 的 基 一 个 邻 域内 有 定义 ， 当 自 变 
量 x 在 这 邻 域内 由 xo 变 到 x, 十 Ax 时 ,函数 y 相 应 地 从 f(xo) 变 双 f(x， 
十 Ax ) ， 因 此 函数 对 应 的 增 量 为 

Ay=f(xgtAx)—f{Cxq). 

这 个 关系 式 的 几何 解释 如 图 多 17 所 示 ， 
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H(x)=flx,)tAy. 
可 见 Ay 一 0 与 入 x) 一 了 (xo) 也 是 等 价 的 ， 因 此 (6,1) 式 也 可 写成 ， 


BU, BRy= f OE. RES E 22 XU Tp] PI MFR, 
定义 RMR fee REPRUNRER, BRR) 
Saxo At KARP EE, AST f(x y, W 
lim f(z>y= fox.) | (6,2) 


xx 


Uli) HK BBE f(x Ex S bhi E, | 

ALTE PE BGR PBR Ke, MEDR OE. RAM EA 
Eke, DREES 6, PRM FRA SR x-xi] 之 8 的 一 切 
x(x€U), HANARA COOMA ETEA |f(x)— f(x )| <, 
TEK HE T IR pE kA Re, k E D43225 x= xf, 
ARR fe) S l 之 8 也 是 成 立 的 ， 

如 果 力 数 人 x%x) 在 开 区 间 (a,5) 内 每 一 点 处 都 连续 。 则 称 了 (x) 在 
KEC, DARE, RA Ela, bAa, FERRO, BOY 
JOM EER. 

. 如 果 lim f(xz)=f(r,), Hi fre OREHE 
xa a f 


f(x,—Q)=f( x9), 
Wl PBR f(x ex. REESE: WO Rlim fC x)= F(x, BD f(x, , +0) 
FEH . et? te 
a o fant 0)=f(x,), 
SW PRB f(x ) 在 x。 点 右 连续 ， 
SOR PR f(x EFA RM Cc, E) AER, Bee 点 处 右 连续 ， 
Eob RETES, WS Cn) RIE (o, b) E ER. | 
ESE Be By ËJ E t — ETE I B9 EH 28, 
Æ Š SPRREAMNT AEM E S IR A Dx Ñ 


* £5 ~+ 


lim R= RUS D REM, 由 此 可 见 有 还 函数 在 其 定义 域内 的 每 一 


点 处 都 是 连续 的 . 
ft 证明 函 数 y 一 siny 在 (一 ce， 十 ca) 内 是 处 处 连续 的 ， 
证 明 设 x REACH, +ce MERA. x 有 增 量 Ax 
时 ， 通 数 对 应 的 增 量 为 
Ay=sin(x+Ar)—sinx 


=2sin âr cos( x +), 


<1, 


注意 到 (=+ Ax ) 


于 是 有 [A yl = lsin€x +Ax)—sinzl < 2 


AANTE BHB ae, 4a = Q WT IE Blsine|<] a | 成 了 立 ， 所 
Li 4 


ox JA yl <2 lsin |< Ax], 


当 Ax 一 0 时， 由 夹 挤 准 则 得 Ay| 一 06 ， 从 而 有 


lim Ay=lim [sinfx +Ax)—sinx1=0. 
Zx x —= 8 Zx x == [F 


ROEM nA, BIR = siot REN. 证 华 

类 伏地 可 以 证 明 y 一 cosx 在 区 闻 (一 co， 十 co ) 内 也 是 处 处 连 
续 的 . 

= 等 数 的 间断 点 

SM flex MRE, Wie, AOR A. HH EB 数 
连续 的 定义 可 知 ，ftx) 在 x。 点 连续 必须 

(1) f(x) 在 xo 点 有 定义 ，; 

2 fixet 0), 天 50 一 和) 都 存在 ， 
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(3) f(x T+0)= f(x — 0 )= f(x... 

XERRA, RERELARH, MAU LSE ADAH 
大 类 : ` . 

D f(x T 0), Fixe 0 》 都 存在 ， 但 不 相等 ， 或 者 虽然 相 
S, BESTA) (或 函数 在 x 点 无 定义 )， 这 时 称 xo 点 为 1(x) 
的 第 一 类 间断 点 ， | 

Mim, Bey (en EER AN, ACMA § 38 8 > 

Jim ta=N— 1, Jim(s3=N 


所 以 函数 y= (x) ZE BE 5 A A NAL AB T Ë — 2K BJ Ë ex, 
Xino ES Eq 22 ( FH 2-18 > 


图 2-18 
x+1, 4x <1, 


foa{ ， wept, 


因为 lim Metin G+D= 2, 


tim, f(x} lim*?= 1. 


z1 + +1 


所 以 在 x 二 1 点 处 函数 1(x) 有 第 一 类 间断 点 . 
在 第 一 类 间断 点 中 有 一 种 特殊 情 况 ， 天 Yo 二 0)、 Kn 09) 
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存在 且 相 等 即 limf(x) 存 在 )， 但 不 等 于 f(xo)， 或 作 %x) 在 x。 A 


处 无 定义 ， 这 时 又 称 xo 为 1(x) 的 可 去 间断 点 . 
例如 函数 (x) 一 多 二 上 工 在 < 一 1 点 处 没有 定义 ， 所 以 它 在 ze 1 


x— 1 


点 处 不 连续 ， 但 这 时 有 
— 1 t 


=lim(z+1)= z, 


lm x= 

PRCA c= 12 AR OORT aJ A 
in BR 

| ‘sinb, 55 x = 0 B), | 

| Xx 1 

f { x =) 

' 1, a x = 0 FF, 


因为 。 lim fx)=lim zsin $= 0 ¥{C0), 
所 以 x= 0 EBR x AAT ERNA, 

对 于 可 去 间断 点 ， 只 要 改变 或 重新 定义 /(x) 在 x 点 处 的 值 , 使 
它 等 于 /xz) 在 这 点 的 极限 ， 就 可 以 使 函数 在 该 点 处 连续 .就 上 述 
一 俩 醒 言 ， 前 老 只 需要 补充 定义 F( 1 = 2 ， 后 者 内需 将 函数 f(x) 
在 * = 0 处 的 值 重 新 定义 为 零 ， 则 “改造 后 ”的 函数 就 都 成 为 连续 
RAT. E 

@ 不 是 第 一 类 的 间断 点 ,统称 之 为 第 二 类 向 断 点 ,在 这 种 情况 
下 f(xo 十 0 ) 与 xs 一 0) 中 至 少 有 一 个 不 存在 ， 鲍 如 ?= 4, 
在 * = 1 处 有 第 二 类 间断 点 ， 因 为 在 该 点 处 函数 的 左 、 右 极限 都 不 
存在 ( 由 于 当 x 一 1 时 万 二 了 一 9， 所 以 这 时 又 把 x* = 1 n kin 3 
的 无 穷 型 间断 点 ) ， 

MB y = sin 1 ( WL $ 2 例 11) # x = 0 RAAB — 28 


+ go - 


间断 点 ， 因 为 在 该 点 处 函数 的 左 、 右 极限 都 不 存在 《由 于 当 x — 0 
时 ， sini E- 1 与 1 之 间 无 限 次 振 萝 ， 所 以 又 把 此 种 间断 点 器 
做 函数 的 振 牙 型 间断 点 ) . 


EMBE =e TEn = 0 点 处 有 第 二 类 同 断 点 。 因 为 函数 
在 读 点 处 的 右 极限 是 正 无 穷 大 《 函数 在 该 点 处 的 左 极限 是 零 》， 


L 
{C0+0)=lim e 一 十 co。 


三 ” 杨 等 函数 的 连续 性 

+ 和 连续 函数 的 和 、 积 、 商 的 连续 性 

由 沙 数 在 一 点 处 连续 的 定义 和 极限 四 网 运算 法 则 ， 并 即 可 得 以 
PIL EE: 

定理 1 有 限 个 在 茶 乓 连续 的 沙 数 的 和 是 一 个 在 该 点 连续 的 函 


a 
证 明 ARS ERT BRN. Bile), of x MEX, 点 处 
连续 ， 则 有 
lim {x)= flx) lim g(x)=g(x,). 
Key Eg 
由 极限 运算 法 则 就 有 
lim (ita) + 9) =lim ix) -+lim gx)=Hx60) tgl xa) 
a 证 些 
即 J(x) 十 g(x) 在 xo 点 连续 , 
完全 类 似 地 并 以 证 明 下 通 两 个 定理 ， 
定理 2 ”有限 个 在 某 点 连续 的 通 数 的 乘积 ， 是 一 个 在 该 点 连续 
BR) ber az. 


定理 3 PATE AR EE ERE d 当 分 母 在 该 点 不 为 = 
时 ， 也 在 该 点 连续 、 
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2 反 函 数 与 复合 函数 的 连续 性 

反 函 数 与 复合 函数 的 概念 已 经 在 第 ~- 章 中 作 了 了 介绍， 下面 来 讨 
论 它 们 的 连续 性 . 

定理 4 如果 函数 y 二 f(x) 在 区 间 I, 上 单 洞 增 加 (或 单调 减少 ) 
BES, MENSES f (phew E. ij 1,= Cyl y= 
f(x), x€7,) ERB In CRA) AES. 

这 个 定理 从 几何 直观 上 看 是 很 明显 的 ， 但 要 从 连续 定义 来 证 
明 风 比较 繁 ， 在 此 从 略 . 

PLY 


Bin, AP y=sinx teh A 【一 一 ， -号 ) 上 单调 增加 且 和 连 


&, POUCH RBM y= arc sinx EARE. DEERE RE 
HEZK. 

定理 5 HRMe (x) x— x A E FEST, R 
lim @(x)= g, WAR y= f(u E u= a RATER, WS A BH 


xxo 
(foP ad= f(@(x))1x— x HMR LAE AST Ca), E 
lim FLP Cx) =f Ca). (6.3) 


证 明 HT fate aie, 故 任 给 = > 0, 存在 7 > 0, 
E lsa] < n BF, FD f < g 成立 . 
又 由 于 1im @(x2)=a, PERSO, FEA DO, 当 0 之 |* 


-x Lh, |e(x)—a] = jual <7 Kae, 
把 上 面 两 个 步 又 合并 起 来 ， 得 到 :对 任 给 的 正 数 。 ， 存 在 着 正 
pad ó, 使 得 当 0 < [x— xÍ < Â 时 ， 不 等 式 : 
[f(ad— f(a)| = ]f(9(<x))— f(a)| < 8 
成 立 ， 这 就 证 明了 limf (PC%)) = fla), in 4a 


在 定理 5 中 有 
lim @(x)=a 及 lim j= Cay, 


-wb 


所 以 (6,3) 式 又 可 写成 
lim #(@(x))=f(lim P(x), . 
xexe xX (6.4) 
或 
lim f(@(x))=lim fw). 
xo ne . (6.5) 
(6.4) 式 表 示 ， 在 定理 5 的 条 件 下 ， 求 复合 函数 的 极 限 时 ， 
函数 符号 了 与 极限 号 可 以 变换 顺序 . 
(6.5) RRA, EER 5 BS tE F, MRE A u= pix) 
MBA Rim (PC) AEA RK lima F Cu), Xx Bea=lim?( x), 


xx isa: 


把 定理 5 中 的 x 一 x 换 成 一 co， 可 得 类 似 的 定理 。 读者 不 妨 自 
已 写 出 这 个 定理 并 给 予 证 明 |. 


. In(1+x) 
2 ik lim x , 


解 因为 Sinits)=in(1 ++)’, MRM 
lim (1 +) =e, 
X Beinn tease ab est O= ASAE F BELOW Se DIAL E ga 


5 可 知 
tim OF! tim In(1 + 53 
=tal tim (1 + x°] 
= ]n e= 1. 
可 见 ， 当 x 一 0 Mal +x) Hagh 
In(1+x)—x (x—0. 
CEG HARK os En AES, APCs ay, MA 
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y= f(u)fEn RES, WEARER o= fPD E 版 < 处 
We EE. 
证 明 国 为 Ptx) 在 xo 点 连续 , BBlim?( x = x}, Br l R Zh 


在 定理 5 中 令 e 二 9(xo)， 由 (6.3) 式 得 
. lim LPC) = f(a = fP xa] 


REH TE a Kx, AEH. iE 1Ë 

3 ”初等 函数 的 连续 性 Eysins y= cossi EE tH É 
本 节 的 定理 1、2、3、4 可 类 所 有 的 三 角 画 数 及 反 三 前 图 数 在 它 
们 的 定义 域内 是 连续 的 . 

指数 函数 y= 二 a Col 0, gag 天 1 ) 对 一 切实 数 x 都 有 定义 ;在 
区 间 -e +e) AERAR, HERA O, toed. WE 
TER EE ( —c°, +o) ARES ERMAR ). 

由 措 数 函数 的 单调 和 连续 性 ， 引 用 定理 4 可 得 ， 对 数 函数 y 一 
logex Ca> 0, a= 1 ) 在 区 间 ( 0, +o) 内 单调 且 连 续 . 

Ye 4 3 y= x°” 的 定义 域 与 4 的 具 栖 数值 有 关 ， 但 无 论 AME, 
ARC 0, toe) 内 本 国 数 总 是 有 定义 的 。 4x > 0 FJ 

x°“= az orara >t, atl). 

At, ex Beh ya’, u= alogat am 成 REE 
理 首 就 知道 它 在 《 0， 十 吕 ) ABE. Hi cREPASHWMYV 
论 ， 还 可 以 证 明 “ 帘 冰 数 在 其 定义 域内 总 是 连续 的 ”这 一 结论 (证 
RE. 

综合 起 来 得 到 : 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 ， 

最 后 ， 根 据 官 等 函数 的 定义 、 基 本 初等 男 数 的 连续 性 及 本 节 的 
定理 1、2、3、6 可 得 十 列 重要 结论 ， 

-PREKER ELEA AER. 

所 请 定义 区 间 ， 就 是 包含 在 定义 域内 前 区 间 ， 

因为 在 实际 中 经 常用 到 的 就 是 初等 函数 ， 所 以 头 于 官 等 函数 连 


« $3 ° 


A 


续 性 的 上 述 结论 是 非常 重要 的 .就 拿 求 极限 来 说 ,如果 f(x) 是 初 
等 函数 ， 丽 x*, 义 是 它 的 一 个 定义 区 间 上 的 点 ， 那 未 求 x 一 2 时 函数 
FOO RR, BR Fe BB E). 


. ww lIt’? — 1 
Ws R lim x? 


. SIP x? — 1 
8 iim x? 
lim vite? — I) ite? + 1) 
xti it? +1) 
==0 ltz? + 1 
ll 
= 。 


a R lim 2 —1 + {a>0, a1). 


x 


R © a&—i=h, WA lim (a 一 1)= 0, KE x 一 


in ü 


0 时 有 hh 一 0。 又 x=— l -ln(1 十 及 ),， 于 是 有 
| . =j; h -ina 
En intl +h) 


lim — y% 
=ln 4 lim 一 一 一 
In(1 二 hh) 


Ina 
Ine 


= =[nd, 


四 “连续 函数 在 闭 区 间 上 的 性 质 
闭 区 间 上 的 连续 函数 有 几 个 重要 性 质 ， 它 们 是 今后 常用 的 ， 但 
TE 


1 一 x， 4 —1=< x <$, 


Foel x, MOK x <I 


就 没有 最 小 值 . 

定理 9 《 有 零 值 点 定 型 》 BOE, OLE, mfo 
f(5) 异 号 ， 则 在 开 区 间 ta，5) 内 至 少 存在 一 点 $8， 使 8)= 0 ( E 
2-20). 


图 2-20 

由 定理 8 立即 可 以 推 得 一 个 更 一 般 的 定理 ， 

定理 10《 THER) RAASDE, b LE, BER 
刘 端 点 处 函数 值 不 同 ; 

f(@a=A, f(b)=B, HA#B, 
则 对 介 于 4、B 之 间 的 任 一 数 C， 在 开 区 间 Ca, b) 内 至 少 存在 一 
AE, EBJE (a <), 

证 明 V2EFƏx)=f(xz)—C, WR ERR e, 6) LER, 
EF(a)=A—C5JF065)= B— CSS, WETEA AH, £ (a, 
b) 内 必 存 在 一 点 使 F(E ) 二 0， 即 存 在 一 点 s € (a, b)4E7(S5= 
C. 证 毕 

这 个 定理 的 几何 意义 是 ， EARAlL, DLE BH BG $; y= 
zx) 所 对 应 的 曲线 与 水 平 直线 ?一 CCC 介 于 所 cg) 与 六) 之 间 ) 至 
少 相交 于 一 点 ， 
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2-21 


Hit EMC LEH RRR Jr T 8k X 8 M 5 Rim 
之 向 的 任何 值 ， 

设 m= f(x) M= fx, Wim= M. FERRI (x, xs 或 
(xo 2 EME, BEI. 

定理 9 、 定 理 10 成 立 的 条 件 都 是 : PS Wk E “BJP BP E E 
续 ” 如 果 不 是 “ 闭 区 间 ” 或 是 “未 连续 ”， 则 定理 是 不 成 立 的 ， 其 
反例 由 读者 自己 举 出 ， 
| MS 证 明 方 程 xlnx 一 2 = 0 #(1, e) ES G B H # — + 

XR. 

TER FHG i fe x)= xInx — 2, Wis HE Üm 
C1, e). HACI )=—2, f(e)y=e—2> 0, RUA 
点 定理 知 在 (1，e) 内 必 存 一 点 5E (1, e), fëf/(6)= 0, WHE 
xlnax 一 2 一 0 企 (1，e) 内 有 一 个 实 根 。 了 下 面 证 明 方程 只 有 一 个 实 
j. 

因为 lax Be Re, Bç DL Sei lt A Inx> n£ 成 
Mw, MiAxina—2>f1nt-2= 0 RE. AAR 2 18 24 x > ERT 
Pixins—2= 0 没有 实 根 ， 
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Wish Alnxe<ciné, Mia 
xlux—2<ftinf— 2 =0, 
BP2Sx€C1, Satay xinx—2= 0 也 没有 实 根 . 
总 结 上 述 可 知 方程 xlnx 一 2 二 0 #E(1, e ) 上 有 而 且 只 有 一 个 
实 根 . | iz # 
WG Bsa, DAE, xs (im=1, -2, s Aa, b) 
内 性 意 # 个 点 证 明 在 (a，5) 内 必 存 在 一 点 € (a, 6) 


K= HEF Yo iGreen f(x) 


证 明 Sc mints, Xss ty Xas d= max(X i, Hoot > Had 
Mile, d) (a, b), HeSaxmMdG=1, 2, +, n), BRS dE 
HAREC, d) EE, A BK. BARE ER fe le, d) 
ELA RBRIAMREDMAm, $E. MADEM C i =l, 2.000): 
从 而 


n= 
it 


nm fix JtfiCe dteet f(x.) 
= tt 


nat 
n 


< = M. 


BEER RCA Mele, DAKE AE 使 


f(x) + Fro) 二 :二 f(x) 
————— 7 7T 


{y= y £€ (c, d)Sla,6). 


证 毕 
 * -RERS 
…. 在 连续 函数 的 研究 和 应 用 中 ， 有 一 个 经 常用 到 的 重要 概念 一 一 
一 致 连续 概念 本 段 先 介绍 这 个 概念 ， 然 后 不 加 证 明 地 给 出 康 托 
(Cantor) FE. 
BRASIL 上 连续 REM, f(x EMIT E 
He ABE, MRA PAA, RE Re > 
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0, k f 8 > 0, 当 {x= xo] <A(xE I ) 时 ,有 |f(x)— Fle) | 
LERE, 


一 般 说 来 ， 对 同一 个 正 数 6， 当 和 点 不 同时 ， 6 一 般 是 不 同 
的 ， 例 如 函数 jx) 一 一 ，( 0 <x < 十 co ) 、 当 xu 点 离 原 点 越 


近 ，6 就 应 取得 越 小 ， 当 x。 离 原点 较 远 时 ， ó 就 可 以 取得 大 些 A 
2-22). AB SRK e, CRKT. ATUAR EASE). 
但 在 许多 问题 的 研究 中 ， 有 时 就 要 求 对 给 定 的 上“ 之 0 ， 能 取 到 一 个 
SK] AMS ABBAS 0); RP SMART e, Wie 
为 5 一 5( e )， 这 就 需要 引进 一 致 连续 概念 ， 


图 2-22 


SM 设 函 数 j(x) 在 区 间 人 上 满足 ， 和 任 给 2 六 0， 存 在 一 个 
只 与 a 有 关 ， 而 与 了 中 的 点 x 无 关 的 65 二 6( 2 > 0 ， 使 得 对 区 Bj I 
中 和 任意 两 点 x*1， Xx 当 [x i — xl < ó 时 ， 总 有 不 oF 式 [/(x im 
FaN 过 2 成立， 则 称 函 数 了 (x) 在 区 间 I 上 一 致 连续 

AEM BRA. BOK EM, WOES 
COTES, BRETH. 


a ° 


AT 证 明 函 数 y= sinx 在 (一 ce， 十 ce) 内 一 致 连续 。 
zn AA 


lsinx, —sinx,| = | 2cos 


chen, 
BER e>O, TR e>o, 当 fey — asl 之 8 时 ， 乌有 isins 
一 sinxs |< g mit, Bre y=sinxfE(—o, too) E E — 致 连续 
By. 证 毕 
WS WM=- ERRO, ) 内 不 一 致 连续 


xy tas . X íi— X, 
sin — 


证 明 的 对 无 论 多 么 小 的 正 数 6， 总 可 以 取 # 充 


1 


4? 


分 大 ， 


一 oe 它们 满足 不 等 式 


` 


[xi =x = 1 


i 
n nti 


1 1 
TGE Sa SO 
f(x) fx)] = jamat => Sen, 


i f(x) = 过 在 开 区 间 ( 0 ，1) 内 不 一 致 连续 . 
证 毕 


上 岗 表明 在 开 区 间 内 连续 前 函数 ， 不 一 定 能 保证 在 该 区 间 的 一 ` 
致 固 续 性 ， 但 对 于 闭 区 间 上 的 连续 冰 数 来 说 ， 则 有 下 述 定 理 成 
Wr. 

康 托 CCantor) 定 理 AKA (a, b) E BJ PE 53 BE $ SOE 
(a, b) 上 一 致 连续 ， 

HE SA JA 85. 
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第 三 章 ”导数 与 微分 


在 实际 问题 中 ， 常 常 要 讨论 由 于 自 变 量 的 变化 所 引起 的 函数 
变化 “快慢 ”问题 ， 例 如 物体 运动 的 速度 、 窗 度 、 电 流 强度 、 温 度 
梯度 等 。 此 外 ， 还 要 研究 由 于 自 变量 的 微小 改变 所 引起 洒 数 的 微小 
改变 量 的 近似 值 问题 。 在 数学 上 ， 前 者 是 导数 问题 ， 后 者 是 微分 问 
题 ， 导 数 、 微 分 及 其 应 用 构成 了 微 积 分 学 中 单元 函数 微分 学 , 

本 章 将 从 实际 问题 引进 微分 学 的 两 个 主要 概 念 一 一 导 # 5 Ë 
分 ， 建 立 起 计算 导数 、 微 分 的 方法 一 一 微分 法 ， 并 讨论 微分 在 近似 
计算 上 的 应 用 ， 至 于 导数 的 应 用 将 在 下 一 章 研究 . 


S1 导数 概念 


一 “导数 问题 的 引 例 

为 了 引进 导数 的 定义 ， 先 看 两 个 引 例 . 

1 直线 运动 的 速度 问题 设 质 点 涪 着 Qs 轴 运 动 ， 在 时 刻 t6 的 
位 置 P,， 其 坐标 为 so 在 时 刻 1 的 位 置 为 局， 其 坐标 为 3《 图 3- 
1). P. P 
. O So S . § 


S 3-1 
SFB, PRANK sa, Te Bh ÉE s RN Bj : ñ 8 
数 ， 记 为 
$= C+t), <1) 
( 1 ) 式 称 为 质点 的 运动 方程 。 现 在 要 求 质 点 在 时 肇 ti 的 速度 , 
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对 于 名 速 直线 运动 来 说 ， 从 如 到 to 十 At 这 段 时 间 内 ， 届 点 走 的 
路 程 为 As， 那 么 在 这 段 时 间 内 ， 质 点 运动 前 平均 速度 为 


当 At 变 化 时 ， ao 是 个 常数 ， 因 此 ， 它 完全 确定 了 勾 速 直线 运动 在 
任 一 时 刻 的 速度 ， 即 在 时 刻 f， 质 点 的 速度 也 是 9 . 
对 于 变速 运动 来 说 ， 从 全 过 程 看 ， 速 度 的 变化 可 能 夕 大 ， 但 从 
一 个 短 时 程 看 ， 速 度 的 变化 并 不 大 ， 为 了 能 利用 勾 速 运动 的 速度 来 
刻画 时 刻 t。 的 速度 ， 我 们 限制 在 一 个 短 时 程 内 ， 即 从 #0, 到 to 十 At 这 
一 小 有 段 时 间 来 考虑 《At 可 正 可 负 ， 这 里 不 妨 设 At 一 0 》， El t 
如 十 Ai 区 间 肉 ， 由 于 速度 是 连续 变化 的 ， 当 At 很 小 时 ， 速 度 就 没 
有 大 的 变化 ， 可 以 午时 把 变速 运动 近似 地 看 作 匀 速 运动 来 处 理 ， 在 
to 到 to 十 At 这 一 段 时 间 内 ,经 过 的 路 程 为 
As=s(i,tAtj—s(ta). 
作 比 值 
—_ As - sltetAt)—s(to) 
At At ° 
这 个 比值 就 是 变速 直线 运动 在 时 间 区 间 [tu, .te 十 At 上 的 平均 速度 
了 可 以 作为 f 时 肇 速度 的 近似 值 .显然 ，A+ 愈 小 时 ,近似 程度 
就 愈 好 ， 因 此 可 以 用 缩短 时 间 区 间 的 办 法 求 提高 精度 .但 是 不 论 
At 取 多 么 小 ， 仍 是 平均 速度 ， 如 果 采 用 极限 的 方法 , $ At 一 0， 
车 平均 速度 5 的 极限 存在 。 即 
lm li i 
则 称 v。 为 直线 运动 = s(t et HAR KE. 
LRH, FIORE TRAE, 
而 且 也 提供 了 计算 瞬时 速度 的 三 个 具体 步 骏 ， 


* 102° 


bso 


(1) 由 时 间 :t 在 t, 时 刻 的 改变 量 At, 求 s 二 s(t) 在 t。 时 刻 的 
改变 量 : 
As=s(t + At)—s (to) 
(2) 求 在 [1t,，to 十 A1) 上 的 平均 速度 ， 


T= As _ s(t t Atjy—s(ta) 
At At , 
(2) 4aArcoo. v E Q YE E ñH 1 FH 
- w = . 


对 于 质量 分 布 不 均匀 的 金属 丝 来 说 ， 为 了 确定 在 x, 点 处 的 线 密 
度 ， 我 们 限制 在 xz, 点 到 xu 十 Ax( TIRA 0 ) 点 的 一 小 眉 金 属 
丝 来 考虑 ， 当 Ax 很 小 时 ， 质 量 分 而 变化 也 很 小 , 可 以 当 作 质量 分 布 
是 均匀 的 处 理 ， 前 面 已 经 算出 自 *, 点 到 x, 十 xA 点 一 小 个 金属 丝 的 
质量 为 

Am=m(x, +tAx)—m(x,}. 
则 比值 
y= Am _ m(x. T'Az)—m(x,) 
Ax Ax 
称 为 该 金属 丝 在 x。 点 到 xo 十 Ax 点 这 一 小 女 长 度 上 的 平均 线 密度 ， 
它 可 以 作为 金属 丝 在 x。 点 线 密度 的 近似 值 ， 一 般 说 来 ，Ax 愈 小 ， 


近似 程度 就 愈 好 ， 当 A x 一 0 时 ， 若 比值 一 A 的 极限 存在 : 


lim 8=lim 


A+ Añ x Ü Ax 
_ m(xotAx)—m(%_) _ 
“im, Ax 
WKS, HS RAE, SAA See. 
二 ”导数 的 定义 


在 工程 和 科技 中 如 速度 、 线 密度 这 类 问题 还 有 很 多 ， 从 上 面 所 
讨论 的 两 个 问题 可 以 看 出 它们 的 共性 ， 都 可 以 归 钙 为 如 下 的 极 
限 ， 

lim f(x L Ax)—Í(x.) 
As—0 Ax ° 
HAs AA Bex, SORE, 

BABHEHAABM, MECMERBAR LAIH, 就 可 

以 得 到 函数 的 导数 定义 ， 
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在 xs 点 处 连续 的 图 数 (x), 当 极 限 
lim f(x L'Ax)—f(x.) = c 


Ax Ax 
MH, RIS AKT EE, HA S Y y Sa, EEEX BR SOE 
x FA B S 3 59, Pay BAL (x (= oo, 
EBA ee E— R Atul sp, ORK EAR Ca, 
b) AR ARTF, BRRMR OER (a, OAS. 当 
PR fo EF RH Ca, 6) 内 可 导 时 ， 对 于 任 一 YEGCay 6), 都 有 
一 个 确定 的 导数 值 f/ {x) 与 之 对 应 ， 因 此 了 '(x) 也 是 人 区间 Cab N 
的 沙 数 .这 个 函数 称 为 原来 函数 x) 的 导 冰 数 ， 记 为 y ，f' (x)， 
SP gi) ， 在 不 臻 于 引起 混 兆 情 况 下 ， 往 往 也 把 导 函数 简称 
为 导数 。 ` 
显然 ， HA Er Ú KRE A SP3 fr (x, ) E Sp WG 8k f” (x) 在 x 二 
x*0 点 处 的 函数 值 ， PD 
E (xz .)=f Cx) |z = =e. 


W1 RGR AHEM, HR 
x jy=1 
E RE. TERA? 处 给 自 变 重 以 增 量 Ax， 算 出 函数 相 
应 的 增 量 
Ay=(x+Ax)? —x =2rAxt(CAx)’,. 


fF de: 
Ay _ : 
Ax =2x+ Zx. 
OE FE 
pop. AY _.. = ' 
y =lim Ax =lim (2x-+Ax)=2x, 


bot PB f( oc = x° RARS (x = 2x, Mitt fox )= x3fE x=1 点 外 
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的 导数 为 1 (1) 二 2x |, 2, 
A2 求 画 数 y 二 Vx x Enma ( xe72>0 > 点 处 的 导数 ， 
解 ” 求 增 重 ， 在 x, 点 处 给 自 变量 以 增 量 Az， 算 出 函数 相应 的 
增 最 
Ay=V x TAX —V X50 


FE: _ 
Ay = x FAL — Xp 
Ax Ax ° 
取 极 限 ， 
# — i: Ay r VI FAX —. x 
y semi Ax mae 


; A x 
=lin 一 一 一 一 一 一 一 
A Ax ( Vx T+ Ax +V xs) 
— 1 
2 x 
EM HBR exo AWA M (x0, xot Ax) Az>2>0 ) 有 
定义 。 如 果 极 限 


— 
— 


fixat 上 YX 一 — flx) 
lim rs 


A Ax 
FE, WW PR HAR EB IN Be f(x Exe RET H 28 x 的 右 导 数 ， 
BAH), EAST DLE VB LCE AULT SE i 2 
导数 为 | 
f/(x0)=lim 。 (eat Ax)— ies) ' 
HBR f(x) Ex KASPA EY, A 
P (x) = lim fret As) Hz) . 


产 Cx0) 是 一 个 极限 值 ， 而 极限 存在 的 充分 必要 条 性 是 左 、 右 极 梁 
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都 存在 且 相 等 ， 因 此 ， jz) 在 yo 点 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 few) 
fx. B ERZ., HS 3 BMS, W 
te’ (xo)=f (4 =f (x.). 

SORA OLR Ca, ADS, BORO) W # 
E, WBA OEM RCo, b) ET, 

三 ”导数 的 几何 意义 

在 平面 几何 中 ， 圆 的 切线 的 定义 是 * 与 圆 有 唯一 交点 的 直线 "。 
这 个 定义 不 适用 于 一 般 的 曲线 ， 对 于 一 般 的 曲线 须 重新 建立 若 线 的 

MX: BAMRL, M eL E— K, MALES — A, wR 
M I M, 34 KAMI L AIM Bj, MBM MAAM SE 
g ka) pi IRDEE M T, WRBRM TH WR LERAM. Abiy 
R. 

设 已 给 示 数 > 一 斤 x》， 在 直角 坐标 系 中 其 图 形 为 曲线 工 。 
Molto vyIOAHRLECA, HA yi™ fix), M(x + Ax, ya + 
APAHRL LAR, PM I, MBDSTEMESM O M, WHA 
EA 


Ay __flxatAx)— ilr.) 
. , 


tef= Ax — Ax 
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其 中 8 为 制 线 M。M 的 倾角 . 
当 点 财 沿 闭 曲 线 工 移动 而 趋向 于 点 Mo 时，Ax 一 0， 如 果 当 Ax 
一 0 时 ， 极 限 
lim f(x  T+TAx)— — (x) 
fe-rd Ax 
存在 ， 此 极限 就 是 导数 六 (x。), 这 时 割 线 MoM 趋 于 极限 位 置 M,T， 
则 寡 线 斜率 tg 有 的 极限 就 是 切线 的 斜率 tx， 即 


(u Las) =f' (x, 


tga =lim tgB “tim, 
其 中 为 切线 的 怖 角 ， 

这 就 是 说 ， 画 数 % 一 f(x tote AEA PRS Cx), EER 
东 曲 线 y 二 玉 %) 在 《 zo yo) 点 处 的 切线 的 斜率 

根据 平面 解析 几何 里 的 直线 的 点 斜 式 方程 可 知 ， 曲 线 y= f(x) 
ERM ol xs yo) 处 的 切线 方程 为 

yey =! (xy )(z—x.), 

式 中 的 上 4 ，2 是 切线 上 动 点 的 坐标 . 

过 曲线 y= 二 fx} 上 一 点 及 6s 而 与 切线 便 直 的 直线 称 为 曲线 在 材 。 
点 的 法 线 ， 因 此 法 线 的 斜率 为 


-riy Ci (xe) #0), 
法 线 的 方程 为 


l yy =—— (y , | 
APA, y 是 法 线 上 动 点 的 坐标 . 
mF (x | )= = 0, i y= f(x) ESAM (xo, yo) dik 00 D 
线 平行 于 Ox 轴 ， 从 而 可 知 切线 方程 为 y= vo， 法 线 方 程 为 x= x. 
wee nex SER, MSRALAAW, MAR, = 
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图 3-4 


f(x ER (xe, yo ) 处 的 切线 垂直 于 Ox 轴 ( 图 3-4 ) . 
AS 求 曲 线 y 一 xs 在 点 时 。(1， 1) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 
Rm ”函数 ?一 zx3 的 导数 9 —2s, By’ |,..72, REM AH 


BRAS 2, REMAKE, =~, 


切线 MT 的 方程 ， ?一 1= 20x 一 1)。 
ERM NATE: y-1=-—-(—1 《图 3-5 ) ， 


M4 RRS hey? = «Box sh m rk BJ BB l. 
证 明 : APT T'Ox#h BJ 65586 AmE nAIRE TMAH OK 
F(+., 0). 

证 明 AWB PIN RN ER, ICH ANA CBA X 
线 与 法 线 的 夹 角 ) 等 于 反射 角 ( 即 反射 光线 与 法 线 的 夹 角 ) E 
物 线 上 任 取 一 点 Mxo， Yol, 其 中 yo 二 Vxo CxO), Mo 
点 作 执 物 线 yav x 的 切线 肛 , 昌 交 Ox 轴 于 点 外 ， 其 倾 射 角 为 2 . 
入 射 光 线 RR 调 ,的 入 射 角 为 ， 反 射 光线 时 ,下 交 Ox 轴 于 点 局， 其 反 
RAAB. AFE Si WAaj=a, RAFAH ETF Ox 
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轴 ， 故 <: 一 c， 于 是 得 到 


AM QF Em =, MWR 
\FQ| = [FM ol + 
`. 411“ 


函数 = 的 导数 y =l, HM, DONA 


24% 
BA 
y—yo=— (xr), 
2 Xp 
此 切线 与 Ox 轴 的 交点 驴 的 横 坐 标清 足 方程 组 ， 
1 
一 p= -m lro) 
y y 2 元 
yy= 0. 
BHO REPRAN ( —x a, 0), BAFER Car, 09, WA 
IFQ| =xr txo, 


[FM «| 一 v (x,—xys)°+ yà N 
KPyi=xo. H IFAS IFM。l ， 得 到 

%z Xo (žo xr) Fans 
解 得 


x= 


BOR FREA 0). 
AM (xa, yo ARBRE MIA C oD, R E A 
FAT FOnMMH RS BN BRR FRR RF (+, 0). 
证 毕 
四 函 教 的 可 导 性 与 连续 性 的 关系 
” 邓 数 任 一 点 处 的 可 导 人 性 与 连续 性 是 函数 的 两 个 重要 概念 。 鱼 然 
AGRE SUB, HERE REA AES, GT RSet 
之 间 有 着 内 在 的 关系 . 
， 定理 1 ”如 果 函 数 》 王 扎 x) 在 xo* 点 处 可 导 , 则 头 x) 在 Xe 点 处 连 
.112 


z . 


证 明 RABRE. M ME Ax, GREx SA H Bt 


Ay=fGo-Ax)— f(x). 
AAR y= f(x)£Ex Rah S, RRR 


in re 
存在 ， 再 根据 具有 极限 的 函数 与 无 穷 小 量 的 关系 可 知 ， 
SY =f (x .)+a, 
其 中 
lim ~ 0. 
从 而 有 


A y= f (xz JAx+aA x. 
BA, X Ax— Of, 就 得 到 
lim, Ay=lim t (eArt eh)= o. 


据 函 数 在 一 点 处 连续 的 定义 ， 可 知 函 数 y 二 f(x) 在 x 点 外 连续， 

CPEB, MRR AOA. RATS, BAX > Re 
FE xo RAKE E ESE. PD pf Sh EE TES 3: PF. 

$A — T OB Bc ZE SE Ah BE eR TTS, F Pl 
子 就 说 明了 这 一 点 . 

85 函数 y= |x] 在 x* 一 0 点 处 是 连续 的 ， 但 是 它 在 该 点 处 不 
WS. 

ER 函数 y= 二 [x] 在 x= 0 点 处 连续 是 很 明显 前 . FE SJ È 
在 x 一 0 点 处 不 可 导 . 事实 上 ， 
Ax, 24Ax>d, 


` — AX, BAXO, 
“ 113 。 


Ay= lot+Azl— fol = [Az] =Í 


因为 


. Ay _.. Az _ 

Bm. . AX hm A x 1, 

: _..: TAN 
Ln Ax hm- Ax Tl 


即 当 Ax 一 0 时 ， A HA. ARRETE, BETAS. REH, 


Ms y= |x] fEx= OSA. ARARE, AAS, ME y= 
jx 在 % 一 0 点 处 不 可 导 ( 图 3-7 ) . 


上 


图 3-7 

He 函数 
y= xsin, 34 x = 0, 
0 , 4x=0 
在 * 一 0 点 处 连续 ， 但 在 x 一 0 点 处 不 可 导 ， 
证 明显 然 所 给 函数 在 x 一 0 点 处 连续 ， 下 面 证明 读 函数 在 x = 


aiba 事实 上 ， 在 x 二 0 点 处 


1 
Ay _ (0+ Ax)sin(TFAz) mein t 
"Ax Az SORE ° 
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2 PERIS (OAR) OHM Ma 为 正 整数 ?时 ， 


求 增 量 ， 垃 用 二 项 式 定理 
Ay=(x+Ax)*— x°" 


= ( x"-F-nxz" A x+ 


eee CA) — =" 
n(n— 1) 
2! 


GTL. y ‘2 Ax)? 


== Hx Axe + 


Bp 


(xy =g, 


x" (AY) 二 (AY) 


"(aD xt Ax bee (Ax), 


(1.4) 


当 a 为 任意 的 实数 时 ， 公 式 (1.4) 仍然 成 立 ， 其 证 有 明 将 在 $2 


例 13 中 给 出 ， 因此， 对 窜 阔 数 y 二 x"， 有 导数 公式 


Ea sax? t. 


M7 Ree), (S). 
E ”根据 轿 函 数 的 导数 公式 (1.5)》 有 
(z")'=5x*, 


(1.5) 


x. + -$ | 
(< =G )=-+* = 


3 ERGRyssinxHoR 
YE. AMIUEKZLAYSH 


Ay=sin(x+tAx)—sinx= 2¢ os( x + ax 
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作 比 值 ， 


Ay 2cos( x + 2 )sin 5 
Ax Ax 
i Ax 
AX si 9 
=cos (=+ 5 ) Ax N 
2 
取 极 限 ; 
- A x 
. As L ( AX sin Ta 
lim | A =lim cos x + 2 i Ax 
2 
Ax 
_— 1: 2 
=lim cos (+A 2 人 学): lim | Ax * 
2 


由 于 余弦 函数 cosx 的 连 继 性 及 两 个 重要 极限 之 一 lim sin 
从 而 有 


lim cos (x +2) =cosx, in —2— = 1, 
2 
BRA 
(sing) =cosx, ( 1.6 > 
MATER, BRAK Ekos PAH 
(cosx) = —sinx. — (1.7> 


á 对 数 函 数 y 二 log。x( 220, as1 ) HR 


* 工 17 。 


=log.(xt Ax) —log.#=log.{ 1 +). 


| A= og. 1 $82) = tog. ( 1 +52 . 


BUR RR : 


lim AF 


Siim $ tog.(1 + — A y 


Ax ) 


Al FAS T BRR: lim (140? =e, EE 


. f 
=l m log. 


im (1 +) me; 


于 是 
Ay i = 
bite Ar lB e S gina? 
即 
1 
f = 


AFl eb, Ine=1, MW Mey RAAT a BR Ins B Sp 数 
为 


(Inx) =, (1.9) 


从 以 上 求 导数 的 过 程 可 以 看 出 ， 按 求 增 量 、 作 上 比值、 到 极限 三 
APRRGR, 即便 是 求 最 简单 的 基本 初等 通 数 x"，sinx，log。x 的 
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Sk, GHRASRA, MPT MARNBRRRREBRT. AT 
使 求 导数 有 实际 可 行 的 简便 方法 ， 下 一 节 将 建立 起 一 套 求 导 的 法 
mj. 


§2 ”函数 的 微分 法 


求 函 数 的 导数 的 方法 称 汐 微分 法 .本 节 直 介绍 的 微分 法 是 指 运 
用 求 导 数 的 基本 法 则 和 基本 初等 国 数 的 导数 公式 ， 求 出 初等 函数 时 
数 的 方法 。 根据 初等 阔 数 的 结构 ， 建 立 最 基本 的 一 组 求 导数 的 法 则 
和 和 公式， 其 中 包括 基本 初等 函数 的 导数 公式 ， 函 数 移 各、 差 、 积 、 
商 的 导数 公式 ， 复 合 函 数 的 微分 法 则 ， 利 用 这 一 系列 的 求 导 法 则 和 
会 式 ， 就 能 比较 简捷 地 求 出 初等 函数 的 导数 ， 
一 ”函数 的 和 、 闫 、 积 、 商 的 求 导 法 则 
定理 1 mwas), CEA tx STS, WJ 函数 > = 
u(x)+Ə(x)#Ex 点 处 也 可 导 ， 且 有 
Cu€x} + oC) =n’ (x) tv (x). (2.1) 
EA 设 自 变 县 在 * AMAA, WR y XS 69398 BL 3 
Ay=(s(x+ Ax) +to(z+ Axz))—(u(x) + vlx)) 
=(u(x+Ax)—u(x)) £t (o(x+ Ax} —a(x)) 
= Au $ At, 
作 比 值 


Ay „Au ,_Av 
Ax ` Ax T Ax * 


PRR 


‘= Jim, Ax Ka = se] 


=lim Sethi 
hm Ax li jm Ax 
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=, (x) +u (x), H 
各 两 个 函数 的 代数 和 的 导数 ， 等 于 这 两 个 函数 的 导数 的 代数 
M., . 
REET ULE ARRSLTRERH RRA HA, FD 
(u (z) tu; (z) $e balay)’ 
=u, (x) Eua (x) ttu! (z). 
At 求 y=x' 十 sin* 一 ln% 的 导数 ， 
解 y = GO +sinz ln) 
=(x*®} + (sinx)” — (lnxy 


1 
= 5t + cosx _ 


4 


x 
R HANSEL, KAA 
you ™® ~x È Ljax+iIn2 


2 $ y = Andel E, 


y = ( x + _ x F fined jn2)’ 


一 (> 去 ) 一 (zx “ty + (nx) + (In2)” 
1 -+_ 1 ° L 1 


2 exy/ ` 
定理 2 Rtul«), DAA As 处 可 导 ， 则 函数 y= 
a(xdo(x EAX 处 也 可 导 ， 且 有 | 
(u(xz)o(x))' =u (x)o(z)+ u(x)ə' (z). (2.2) 
证 明 BARE. 点 处 有 增 量 Ax， 则 函数 ?对 应 的 增 量 为 
Ay=ulxt Az)u(x+ Ax)—u(x)o(z) 
=u(x+ Axz)o(x+ AX)—u(x)o(x+ Ax) 
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bu(x)a(xtAx)—ulx)u(x) 
= (afet Axz)—u(x))u(x+ Ax) 
+u(x)(o(e+ Ax)—v(r)} 
=Avo(x+Ax}tulx) Ag. 
fF it fa 
Az = a vrt Ax) +(x) ee, 
RERE, TER Bale), ofc MES BAR, Beets TEx 点 处 必 
FER, FR, MAO, viat Axul), WA 


f= 
了 jis, Ax 


=]im [ult Ax)+tulx) -| 


Ax —= ü 


=lim | Au ' limo(z+ Ax) +a(x)lim So 
=y" (XX) +H) (x). 证 毕 
BD PSS al Seals), of ARRAS, Sal Pea! (x) 
FE ox AFR Gal AOS’ CFV as RA. 
特别 是 当 vtx}) 二 CC CARN) 时 ， 有 
(Cu(x))' =Cu" (x), 
DRE, RERATSSRRAN SRM, B| LU 3k i T C T 
到 求 导 记 和 号 外 边 去 ， 
定理 2 的 求 导 法 则 避 以 推 | SYR TE RBS TE» wis 
三 个 函数 之 积 的 情形 ， 
[ut Xx) or) wR) 
or Iw x bale’ Cw rx) tu Cr) oC ) we’ (x), 
as KR y= (x— x ax SH, 
“m y =L —x* In x) 
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is ( x — x?) [nxt ( x —x*)(inxy’ 
=(1—3x7)}inet(x—xr*)- + 


f =C1—3x2)inxt+( 1 —x?*), 
Ba 求 函 数 y 一 (2x 十 37C1 一 *)fx 十 3) 的 导数 。 
解 ,'=(2x+3Y(1—x)x+3)+(2x+3)X(11—x)' Cet) 
(2x4 390 —2) atay 
= Bt x2 )(2+3)—C2e4+3)( x43) + (22431 ~x) 
= = ĝxi— ldx. 


定理 3 Hifa), vfs ER ~Ax 处 可 导 ， 且 v(x) 才 0， 
W ite 9 = BC a 在 点 * 处 也 可 导 ， 且 有 


a(x) F _ olxa (x)—ws(x)u (x) 
EONI = (ota) )? (243) 


证 最” 设 自 变 量 在 点 区 处 有 增 量 Ax， 则 男 数 y 对 应 的 增 量 为 


ulat Ax) uCx) 
ofxtAx) ~ ox) 


sx} Ax u(x) 
(x TA ox) 


v(x) (ulx)+ Au) —u(x)(o(x)+ Av) 


o{x)lo(e) + Av) 


= v(x) Au—ulx)Av 
'p(x)(o(x)-+-+Ao9) ° 


= 


= 


fF 48 


Ay _ v(a) iE — au(x) ” A 
Ax — u(x)[əo(x)-+ Av) . 
了 到 极限 ， 由 于 utx) 的 连续 性 ， 当 太 x 一 0 时 ，Av 一 0， 于 是 得 
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ñ x —= Ü 


"(alim Rem w(x) in AS 
v(x) lolx) t iimAv) 
= s(x)u (x)—ulx)0' (x) 
(u(x))2 " 


HATTARA ASRA, SFO ERS ORATE a’ Ce) 
METT ORUD EAE Eko (x), BELS BRER (oC x))2, 
特别 是 w(x*) 二 1 时 ， 有 ` 


| ty] =- tr. 


例 5 求 函数 y= 二 tgx 和 y=ctgx 的 导数 ， 
解 ” 沈 求 y= tex SR. 


f 
= , =( Sind ) 
y= (tgx) (二 cosx 


_ _cosx(sinx)’ Zsinat (cos) 
cosix 


C OsX * Cosx—si nx(—sinx } 


cos?x 


1 
= sec x. 
Cos x 


(tgx)'=sec3 x, (2.4) 
再 求 y 一 ctgx 的 导数 . 


=(ctgx)’ = ( cosy ) 


sinx 


+1236 


= sinx(eosx}’ —cosx(sink 
sin x 


= sinx( —sinx)—cosxcosx 
sin? x 


(ctgx) = —esc3<, (2.5) 
He RRR y—secxMy—cscxh FR. 


解 >= (sex) =(—1 j = (eos) 


cos% 


sinx 
cosa 


一 SeCXtEYX。 


Bp 
(secx) =secxtex. (2.6) 
用 同样 的 方法 容易 求 得 
(esex)’ = —cscxctgx. (2.7) 
二 RRSHSR 
Bi Ti oR SES a PH RR. =f m 3 mixta 6 3 
的 导数 公式 ， 还 需要 求 出 反 三 角 逊 数 和 指数 阔 数 的 导数 公式 ， 下 面 
尘 介绍 反 肖 数 求 导数 的 一 般 定理 ， 并 利用 这 一 定理 求 出 反 三 角 函 数 
和 指数 函数 的 导数 . 
定理 4 设 阔 数 x 三 PCy) 在 区 间 了 内 单调 且 可 导 ， 状 且 @ (y) 
#0, THAR RR y= f(x TEM BIS {x l= y), y EAE 
可 导 。 且 有 


‘1 _ 1 l > . 
f -pb (2.8) 
证 明 AASB PERI APRESS, HEER 
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— 1 
/1—sin? y 
— 1 _ 
vize 


FO, cosy /1—sin? yh BRA DRIES. 是 因为 在 区 间 一 一 2 


LIL 7 A, cosy>>0, TEREZE SRA 
(arcsinx)” = 1  ， (2.9) 
, 1 — x3 
AARNE PI sR iH Bz 9: KRM S: 9k 35 
(arccos) =—— 1 .. (2.10) 
1 =x? 


WS 求 反 正切 函数 y= arctgx 的 导数 ， 
M RIEWMRy=arctgx, —MHSact, BHR«—tgy, 


<< =” WRK. 而 函数 x 一 ty 在 开 区 间 一 人 < > < 


3: E. 


f = —_ a 
(tgy) = sec y >), ye 7? 75 ). 


根据 (2.8) 式 ， 在 对 应 的 区 间 一 中 之 * 之 十 内 有 


:- 1 ,1 
| (arctgx) (> y 


1 


IT 
=— (2.11) 
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角 同 祥 的 方法 可 以 求 出 反 余 切 函数 的 导数 为 
Carcetgx)’ = -— ir (2.12) 


AAS RESH y= (aO E1) 的 导数 。 

E ”指数 函数 y 一 an” —ocyct-+oo, RARE logy 
O<y<Stoonh Re a. WR x =log,y EF RMOC yt OAR 
WARTS, MH (1.8) RA 


(log,y)' = sina #0, YEWO, +e). 


再 由 《2.8 ) 式 ， 在 对 应 的 区 间 一 co<x < 十 ce 内 有 


zY! — 1 1 = = = 
(a ) (gay 1 yln2a= a log. 


ylna 
TERRA y =. Calo atl) 的 导数 为 
(a*)’ = eine. (2.13) 
特别 是 当 o 一 e 时 ， 注意 到 lae 一 1? 于 是 有 
C(e") =e (2,14) 
当 a 一 e 1 时， EEF =e Rll =- 于 是 有 
(e75) =—e7" (2.15) 
W10 求 下 列 双 曲 函 数 ， 
ha che te 
e s... -s 
th=- er 


的 导数 ， 
解 《shx a(S) = e* = ety 
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Ë < Ë 
=e te ehs. 


Cchx)’ (te) = YH 


= m 
e-e 
=o che. 


2 
# — h 
oy -H 
ch’x—sh’x __ 1 
chix 加 chix " 
= ”重合 孟 数 的 微分 法 
前 面 四 个 定理 解决 了 由 可 导 函 数 经 过 四 出 运算 所 构成 的 画 煞 的 
微分 法 ， 及 单调 可 导 函 数 的 反 函 数 的 微分 法 ， 并 且 推导 出 基本 初等 
HAH SRAR, 但 是 到 目前 为 耻 ， 对 形 如 


wsin3x , arctg(x1+1), Intgx 
HETE yE SVET S, MRS, SERBE 
的 导数 . 
现在 以 来 函数 %= (sins Yt HSAAM, 显然 它 是 由 基本 初等 函 
Roma Ram slash 成 的 复合 本 于 容易 求 得 它们 的 导数 分 中 为 


rr = Ži Sim MEET 


HAA BR y= (ind HBAS, SH ARM | 
因为 
Ay _._ {sin(xtAx)}4—sin?x 


Ax Ax 
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= (sin€x + Ax)+ sinz) + (sinr A) — sins} 


= (sin(at+Ax)tsinx) + cos x + As ) 


Ae 
sin > 


所 以 


lim 


Ay 
=sinx * t . 
iim | As sin osx 


即 复合 函数 y 王 (sinx)3 的 导数 -32 等 于 ?一 43 及 x 一 siax 这 两 个 T 
数 的 导数 之 积 : 
Í dy dy, d 


| — — 


dx du dx * 


LAER IA SRS FAT PR ASE REETH, 这 
就 是 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 

定理 5 BM uSp) EA 处 可 导 ， Tü BR y= f (u) E A 
诺 点 # kurs, MEAR = Fo(x)] 在 点 zx 处 可 导 ， 且 其 导数 
为 


S= G)” (a). (2.16) 


TR BARRENS ARR, rE fal he = pC RE 
HEAD TEy=f ORERE y ATy=/G) ÆA" 
Aa, Kädi, A 


AY _ w 
Au =f (s). 


lim 
geo 
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RERRAESAADEMAR, A 
Som ff (u+ a, (1) 


其 中 ， 当 Au 一 0 时 ，a 一 0， 从 而 (1 ) 式 可 改写 为 

A y= f (u}Aute + Ag. (2) 
HT ú Ape, VAs tO Asha $ ap, HAm, 
Ay= flatAw—f(W=0, SNR Ea=0, WC 2 ) 式 对 于 Ay 
= 0 时 也 成 立 ， 将 (2 ) 式 除 以 Ax 二 0。 得 


Ay f Au 
Ax =f (a) je tamiz 


¿EW 2lu= p(x)#E x ER, 因此 当 Ax 一 0 时 ， Au, 从 而 a 一 
0, AR 


. Ay _,, An 
lim Az TE Ge) lim, Aš iti (< Ax ) 


=f Âu 
=f (n) lim | Su —Ax Tlim a ‘lim, Ax 


=f! (aor (x), 


=f (s)@”' (x). 证 举 
复合 函数 的 求 导数 公式 也 可 以 写成 


例 11 jRy=(<2 +1) OOM Sw, ` 
M Byaa', =l, HC2.16) 式 得 
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yh Cy wt) = 10009? + 2x=200x(x*+ 1)", 
89012 求 ? 一 lntgx 的 导数 ， 
解 设 y=lnxs, u=tgx, H(2.16) Rie 


y = (Inu)' ` (tgx) = + ` sec3x 


= — 1 = 2csc2x, 
slinxcosx 


MIS sRy=x"(x2>0, AERA WHR. 
解 ” 把 函数 2=x" 改 写 为 
y= els" =e 


By=e", u=alnx, H (2.16) RB 


G nx 
, 


y" mx Ce")? (aln) =e" + —= , enr = axa =, 


这 各 证 明了 在 4 > OM, MER, BAR 
(x°) 一 cxXe-1， 

这 个 公式 与 正 整 数 带 通 数 的 导数 公式 完全 一 样 ， 震 函数 y= x° 
的 定义 域 因 而 异 ， 当 x CON, RERRRRAEN, $ 1 公式 
《1.5 ) 仍 成 立 ， 这 里 就 不 再 详 述 ， 

复合 函数 的 求 导数 公式 可 以 推广 到 两 个 以 上 中 间 变 量 的 情形 . 
例如 两 个 中 间 变 量 的 情形 ，y= fC), =pl), v=o), WS 
Bt y= fle eed 的 导数 公式 为 

y =F (u) ` us’ =F (u) + P (0) * 0” (z), 


ok 
例 14 R y=e”* 的 导数 . 
M 设 y=, u=sino, v =-= x", 则 有 
y=—(e) (sino) Cx!) =e" + cosu * (—1)x"3 
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=-__i_ a ets 


“3 


把 已 建立 起 来 的 基本 初等 函数 的 导数 公式 及 求 导 法 则 总 结 起 


来 ， 可 以 归纳 和 如 下 表 ， 
1 ‘MER 
(1) 


(u tuy =g ty. 


` Ç Os 


G) ege G- 


By=f ORRA =p y), ME G= 


x 


= Cu (CARO. 


(o #0). 


TG 


RIY=Ff Ck), u= P(x), WAAR? = {(P(x)) 


C2) (uv) =u ote’ u, (Cuy 
(3) 
(4) 
(5) 
WIRY A= (uo G). 


2 基本 初等 函数 的 导数 公式 


(cy =0, 

(lnx) = =, 

| (log,x) xing 
(sinx) =cosx, 
(tex) =see2x, 
(secx)’ = secxtgx, 


+ 


Caresinx} = $ 


“lx? 


d _ 
1 +x?’ 
(sha) =chxy 
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(arctgx) = 


(2°) Sax", 


(ey! =e", 


(a* r= at luz, 
(cosx)” = —sinx, 
(etga) = —cse3x, ` 
(esex)’ = —csexctgx, 


(arcc osx)’ = ~ 
w 1 —x2 
_ 1 
(arcetgx)’ =-——— >, | 
(chy) =shx, 


(they - (ctha)’ = -—1... 
以 上 求 导 公式 和 法 则 要 求 熟 记 ， 育 了 这 套 公式 和 法 则 ， MAES 
求 出 一 般 初 等 函数 的 导数 ， 


815 ” 求 反 双 曲 函数 srshx，archkxy，arthx 的 导数 ， 
M (ar shx)'=(a(x+v x*+ 1)) 


1 


——V[ +— n. 2) 
x+. x+ 1 2 x24 1 


l 


—_1___(1+_#__) 
xT x+ 1 VRID 
— 1 _, (~< x <+). 
vx’ tl 

Carchx)’ = (In (x+. x2—1 9) 


一 -一 二 一 一 -一 二 -一 一 (+ 一 一 -一 


TAn — 1 


2a) 


J 


1 
x+ x2— 1 ( Rea ) 


=— t, (1 <x <00), 
wv x2—1 


(arthx)’ =(+ In its x) 


= SUC 1 +x )—In( 1 — x) 
=à 4 1 | 
z( L+x + 1 一 区 ) 
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= 1 _ — (—1 x< 1), 
1 —x f 

fA1G SK y=In [x] 的 导数 ， 

W `*x>0BF, y=inlxl =lox, y=, ' 


|= 


34 x< 0 BY, G“ x= ty u- 0, 则 
y=1n|x| =1n(—x)=1na, ú= —x. 


BRGRRADEM, A 


- 1 1 1 
yf = nu)! (一 人 一 一 二 一 一 -一 一 = 六 


LMR, Kihx> 0 或 x 之 0， 都 有 (In |l) =. 


例 17 Rysa A SR. 
E ”将 函数 改写 为 yet, BER 数 y= =", u= 
sinxinx 复 人 台 而 成 的 复合 函数 ， 则 有 


¥=(e*} (sinx1nx) 


sink 
= "(cosa lax + — ) 


` 


: * 于 sink 
= Qt ne (cos lax + —x ) 


; sinx 
= 28! (cogs tne + 22), 


818 $ y= f° LT arcte MSM He, b 


fx 十 四 
为 常数 )。 
\ M 把 函数 改写 为 


y= inate) — inlett b°) +E arctgžs 
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KH, MRO SRS OAT SBR, SHH SRR 
一 次 导数 便 得 到 f(x) 的 三 阶 导 数 ， 记 为 y*' 或 所 (x) ， 如 此 类 推 ， 
一 般 地 ， 设 已 经 有 了 y= LOR- 1 ) 阶 导数 y 下 出 Cy 
RRA y= fC x Kink S 3k, FILA 
d'f 


a 
yor,” f°") (x), s, 或 dx" * 


[PROM E SRM, RK f (4x)? 的 高 阶 导 数 ， 

由 此 可 见 ， 求 高 阶 导 数 时 ， REY mst y= f(xywh= E È 
地 求 导数 ， 并 不 需要 什么 新 的 方法 ， 前 面 学 过 的 求 导数 的 公式 和 法 
则 ， 都 可 以 应 用 来 求 高 阶 导数 ， 但 是 对 于 一 些 应 用 较 多 的 重 权 函 
数 ， 则 要 求学 会 建立 这 些 函 数 的 +# 阶 导数 的 一 般 表达 式 . 

819 设 y=axt—bxš+c, Ky”. 

E y =4ax*—36x2, y”"—120x?—Gbx, 


y= 24ax-- 66. 
20 ERR, Bex 二 vw21 一 +t’ 满足 等 式 
xx” 1-0. 


证 明 sev- P=- t), 


x? 一 于 (2 一 #2) 7 * (2—21) =(2t—1*) TE (1-2), 


wham Lu) «21-1 yt 


=— (2t—22) 2 (C1— 2)? + (24—#9)) 
(ts 
sz — x’ 


1 
pu 


, 


+430 


从 而 有 wsx* 十 1 二 0， 
例 21 求 指数 函数 = a (a>0, a= 1 ) A 
Moy’ =a'lna, y” =a*Cna)?, 

PLE y Ft ?一 a "(lna)"-', W 


y Y= (a"(Ina)"" t” = (ay (Ina)""1—=a "(ina)", 


于 是 得 到 oz Y= allna)", 
特别 是 当 o=e 时 ， 注 意 到 Iae= 1 » Wa 
(2°) =e", 


fi 22 RIE RK BRK y= sin xhi nb Se. 


Ry =cosx=sin( x +Z), 
y= cos( x +2) — sin| (x +3)4+ 4] 
=sin (x +2 - Z), 
y=cos (x +2 .TE)=sin [( +25 t ESTES 


== sin (x+3 `) 


* ë * = * È 


假设 yeh = sin[ x+ (n—1) =] 
则 有 ”一 cos | > +(n— 1) -5 


=sin É +(n—i): +j 
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| I . x` 
= cin (x +n . =). 


于 是 得 到 (sinx) = sin( x +n- x) 
JE LL AY ES 
(cosx) "=cos( x +n: +). 


23 WRK x), v=o dex SARA É Plow ey S Be, 
求 其 乘积 y 王 nCx)olx) 在 x 点 处 的 n 阶 导数 ， 
W Cav) =u eta’, 
Cav)” =n" otu o Huv, 
Cuo" =u" o-+ Su" 0’ £34’ o" Fuu”, — 


? 


用 数学 归纳 法 可 以 证 明 
(wo) =g + i; Tan + ED) parang fon 


+ nf n—1)+*(n—R&-+1) git TB ys 


kt 


Fetu”. 
上 式 称 为 芋 布 尼 兹 (Leibniz) 公 式 ， 把 它 和 二 项 式 定 理 展开 式 


(uto) =u" i ai ED prays pin 
一 To 一 - , 
十 n(n—1) te kti) u" hua tyto 


= Scho! 


k= 


对 比 ， 把 上 次 知 换 成 阶层 数 ， 函 数 的 零 次 窒 就 理解 为 浮 数 本 身 ， 
° 138 >. 


BBE 3845 2 2k 2, 


ü 
(uo) = S chen, 


E= Ú 
fA24 Ky xe HIM Ry OL 
M tue", v= x2, WW 
un’? = gte** (k=1, 2, +, 10), 
J =2x, vo =2, o'®=0 (k=3, 4, “5 10), 
AMARA, HBS 


y iro) = (ett) ons 4-20 


i; (e**) ° (x3 
+ 1000— L) (oor) 82)" 


10-9 pas 
2 


ea! %e%Fa7-+10a%e (24) + aeea 


= (a2x2+20ax--90)aše*%*, 

五 相关 变化 率 

在 同一 个 自然 现象 或 技术 过 程 中 ， 往 往 同时 有 几 个 变量 在 变化 
著 ， 这 几 个 变量 并 不 是 际 立 地 变化 ， 而 是 相互 联系 ， 相 豆 依 从 并 遵 
HE- EMRE. BA, ILARA ERA ERT 
SBR, BA, LTE ELEZE DEFERRA 
A. Phi KR hy SLARRAMKSLS, RAESRRAS 
4 W BA HAS. 

例 25 ”一 气球 从 距离 观察 员 .4 500m BORA LS. 
当 此 气球 的 离 度 为 590m 时 ,其 上 升 的 速率 为 0 二 140m/min， 问 此 时 
观察 员 的 仲 角 的 增加 率 是 多 少 ? 

R ”气球 育 开 地 曾 升 空 到 时 刻 上 ， 其 上 升 高 度 达 到 = 有 (#2), 此 
时 观察 员 的 视线 之 伸 角 为 8=8(1)， 由 直角 三 角形 4BC 的 边 仍 关系 
《 图 3~9) 有 
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= BE 
, 或 0 arc tg 500 * 


tg 8 = 


00 


JerhaR= (t), O= 61). 
上 式 左 、 右 两 边 对 时 间 ! 求 导数 ， 得 到 伸 角 8 对 ! 的 变化 率 ， 


do _ 1 __ 1 dh 
dt h Vš 500 dt * 
1+ (二 


据 题 设 当 h 二 500m niga 140m/mins 于 是 


dé _ 1 ._1_， 
a CY) sO 140 
.. 500 
7 . . 
=—s9 Crad/min). 


即 气球 上 乔 到 高 空 500m 时 ,观察 员 的 仰角 的 变化 率 为 5rad/min， 
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46 MORNE READE, SERDARA 
BAN. 微分 与 导数 有 着 密切 的 关系 ， 导 数 、 微 分 及 它们 的 应 
用 构成 了 微分 学 的 重要 内 容 . 

一 “微分 的 概念 

TRARRE, WREAU H EELAM 
时 ， 函 数值 相应 地 改变 了 多 少 ， 即 在 xz 点 处 自 变量 有 增 量 Ax， 计 
HAy= f(x FAx)— f(x lH, WERK y= (x) 比较 复杂 时 ， 
计算 Ay 就 很 麻烦 ， 因 此 ， 和 需要 寻找 求 画 数 增 是 A y 的 一 个 既 简 单 而 
又 有 一 定 精确 度 的 近似 表达 式 ， 下 面 先 研究 一 个 实际 问题 . | 

1 设 有 正方 形 的 金属 薄片 ,加 热 后 边 长 由 x。 伸 长 到 x6 十 Ax 
C 图 3-10 》 ， 问 此 金属 薄片 的 面积 增加 了 多少 ? 
Ñ 设 正方 形 金属 薄片 的 边 长 为 x， 面 积 为 vw， 则 y 是 边 长 x 的 
He. yx, SRAM IB CH x Hes FAx, ， 可 以 看 


fl 3-10 
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作 自 变量 * 在 x, 点 处 有 增 县 Ax， 求 金属 薄片 面积 增加 的 县 就 是 面积 
Re y= x He. 
Ay=(x,+Ax)2—xi=xi+2x, Ax+ (Ax) — xà 
=2x Axt Ax) 

现在 来 分 析 应 该 怎样 寻找 求 A3 的 近似 值 ， 既 然 是 求 近 似 值 BR 
要 达到 两 个 讲求 ， 一 是 近似 值 要 易于 用 自 变 量 的 增 量 Ax 来 表 达 ， 
二 是 所 产生 的 误差 要 足够 小 . 

由 Ay 的 表达 式 可 以 看 出 ，Ay 由 两 部 分 组 成 第 一 部 分 是 关于 
Ax 的 线性 部 分 2xvaAx( 图 中 阴影 部 分 ) ， 第 二 部 分 是 关于 Ax 的 高 
KERA 图 中 下 四 四 影 部 分 》. 

显然 第 一 部 分 容易 计算 ， 而 第 二 部 分 ， 当 Ax 一 0 Bh, (Axy 
HABA IGA h, BRC Ax)2?=o(Ax), Alt, 284385 长 的 增 基 Asx 
很 微小 时 ( 即 1Ax | 很 小 时 ) ， 就 可 以 会 去 高 阶 无 穷 小 部 分 ， 而 取 
Ax 的 线性 部 分 2xoAx 作 为 面积 增 量 Ay 的 近似 值 ， 即 

Ay 2x0 Ax, 

类 似 地 ， 如 函数 y 一 %*， 当 目 变 量 在 %* 点 处 有 增 量 Ax 了 时， 函数 
y= 2%s 相 应 的 增 量 4Ay 可 表达 为 

Ay=(x + Ax)}*— x8 =3%3 Axt (3x0(Ax)?+(Ax)*), 
第 一 部 分 是 关于 Ax 的 线性 部 分 3x2Ax， 第 二 部 分 是 关于 Ax 的 高 阶 
无 穷 小 部 分 [3x0CAx): 十 (AX)3) CC 当 Ax 一 0 有 时》 可 以 取 3x0?Ax 
作为 函数 y= 二 x* 的 增 量 A y 的 近似 值 ， 

Seek, HF-RRRy— f(x)， 如 果 它 满足 一 定 的 条 fP, 
函数 的 增 量 A y 一 (xo 十 Ax) 一 f(x0) 可 以 分 解 两 部 分 ， 

Ay 二 (Ax 的 一 次 项 ) 十 CAx 的 高 次 项 )， 

可 以 取 Ax 的 线性 函数 作为 A y 的 近似 秆 ， 而 产生 的 误差 是 比 Ax 高 阶 
的 无 穷 小 5 当 Ax 一 0 } 。 据 此 下 面 移出 范 数 微分 的 定义 ， 

ES Rmey—f x)fEx AHETORU ey OARS, 
当 自 变量 x 在 x，, 点 处 有 增 量 Ax( 设 (xo 十 Ax)EU(xo，63)) 时 ， 通 


* 142 ° 


数 y 二 了 f(x) 相应 的 增 量 
Ay= f(x0+Ax)— fixt 
可 表示 为 | 
Ay=kAxta, (3.1) 
HEt t RRM ACHR, aE Ax— OR, KASEY 的 04 
ANC Ma=oC Ax), MIRAA BR y= fC aE ARID. Y 
作 dy lx=xo» Fadf( xo), BI 
dy [z=z = 5A x. 
RERBA y= FC xe) FE xy ARE AY pa yy eH] PA. 
AMON Va, BMRA RAH AEBS, MAB 
— OLE A Ei hy 32 A ed ee EH A RTE BT J A wee — 


即 ， 当 Ax-~*0 时 ，BAx 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 ， 依 微分 的 定义 可 知 
函数 y 二 (x) 在 xo 点 处 可 微 ， 
DEHE, BMA y= jx) 在 xz 点 处 可 徽 ， 依 定义 有 
Ay=kAz-ta, (3.1) 
其 中 ， 上 是 不 依赖 子 Ax 的 常数 ， 且 lim =o. EGA 
PWR As #0, HOAs 7 ORE, BS 


lim ~52-=1im (k +2) 


Arep AX ee AX 
— . a = 
WATER) Be 
这 就 证 明了 ， ee By = fF Cx) TEx SADT, ME exe 点 处 DS BY 
=, HERS f! (x9). 证 些 


DETR, By 六 2 在 一 点 钼 可 微 与 可 导 是 等 价 的 . 
在 本 书 中 可 微 与 可 导 两 调 孔 相通 用 ， 而 且 当 函数 ?一 f(x) 在 x* 点 处 
可 微 时 ， 必 有 
dy= f (x) Ax, (3.2) 
E33. DAWAM—MaaRAseK, MA EZRA R HA 
AX, ##H4 Ax] 很 小 有 时， 有 近似 公式 
Ayrody=f! (x) Ax. | 
到 现在 为 目 ， 自 变量 x 的 微分 还 没有 明确 的 定义 。 通常 把 B z 
量 x 的 增 最 Ax 称 为 自 变量 的 微分 ， 记 为 dx 一 Ax。 于 是 (3.2) 式 可 以 
政 写 为 | 
dy= f (x)dx. (3.3) 


; Geol (a), 
CRU, Bk (x) 的 导数 /人 (x) 等 于 函数 的 微分 dy 与 自 变量 
‘144 
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TEA P (xo yo) 处 切线 的 纵 坐 标 欧 相 应 增 量 。 此 时 ，, 范 数 y 一 f(x) 
的 增 量 为 
Ay=NP=NT4+TP=dy+TP, 

差 值 Ay 一 dy 一 了 P 就 是 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 《 当 Ax 一 0 时 ) , Eat 
在 局. 点 的 邻近 可 以 用 该 点 的 切线 段 近 似 心 起 肝 线 段 ， 

= 微分 公式 

1 基本 初等 函数 的 微分 公式 因为 函数 的 可 导 性 与 可 微 性 是 
等 价 的 ， 所 以 只 须 把 基本 初等 的 导数 宋 以 自 变量 的 微分 ， 侧 得 到 基 
本 初等 函数 的 微分 ， 与 导数 公式 相对 应 ， 可 以 建立 起 微分 公式 ， 

2 SM. 9. FR. RHR 
设 函 数 4= 二 ntx)，v 二 v0(%) 可 微 ， 和 由 导数 的 四 则 运算 法 则 ， 不 难 推 
出 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 微分 公式 ， 

(1) dln+tv}=dw+tdy, 

(2) dlav)=udotodu: N 

(3) a (=)= — ude ; 


d= 一 一 CoO), 
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序号 ' 导数 2 x | W + 2 HK 
1 | «ores | acao 
2 | (x7) mayen | dx“ = gxt idx 
3 | (lax)”= = | dins = 一 dx 

a] (logax)”= + o diogex = dx 


5 | (gt) =ef | de* =e* jx 
é | {af} =a” ne | daf =a" noedx 


7 | sinx) *cosx dsinx = cosxdx 
8 


| feosx)! = — sinx | deosx = -smzxdx 
9 (tgzx)'= se Lx dtex = sertxdx 
— 
10 | etga)” = — osc 2x | detgx = ~rgt?xdx 


| dsecx = ste xtgadx 


| descx = 一 escavtgxdx 
| 


i u f - —— ——— H m= —UF 
13 Carcsinx} -gi darcsinx Vie at dx 
arccosx I — arccosx Vinal dx 


15 Carctgx)’ = | darctgx = — 


1 + x2 l+? 


RERRASHRIER, F 
a tt 
d (mE) dx. 
区 由 两 个 函数 之 商 的 导数 公式 ， 有 
. 147 + 


Ft : 
ux _ uu _ uu dz— uv dx 
d (5)= y? dx = D2 ° 
注意 到 
a’ dx= dus ə'dx= do, 
所 以 


d (z #) asada 


3 复合 函数 的 微分 法 则 设 y= 了 (4)，4 二 P(x) 均 为 可 MH 
数 ， 则 复合 函数 ?= ft9(x)] 的 微分 为 
d y= {EP (x) dx. 
H3E G BS 3k ñ K SEEM, BS 
ELPC =F CaP! (x), ` 
+E | 
dy=f (uj) Cada. 
HERD?’ (x)dx= ds, AWE S ERRAL RRA 
dy=# (adda, (3.4) 
7x ú 是 中 间 变 最. I 
公式 (3,4) 与 (3.3) 在 形式 上 完全 一 致 ,但 是 (3.3) 式 dy 二 了 (x) 
dx 中 ，x 是 自 变量 ， 而 (3,4) 式 dy 二 了 (9)dw 中 ，4 何以 是 变量 的 可 
AES, BETE! 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 ， 遂 数 的 微分 dy 的 形 
式 是 一 样 的 ， 微 分 的 这 一 特性 称 为 一 阶 微分 形式 不 变性 ， 这 一 性 质 
大 大 扩充 了 微分 基本 公式 的 应 用 范围 ， 尤 其 是 在 积分 学 中 有 很 重要 
的 作用 , 
要 注意 ， 如 果 # 是 中 间 变 量 ， MS HE IBM Au du, at 
dy tf (wAu. 
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这 时 ， 只 能 表示 为 
dy=f' (uddu. 
利用 微分 形式 不 变性 ， 容 易 求 得 复合 函数 的 微分 ， 
例 4 设 y= 一 lnsin(2x 十 1)， 求 dy。 
解 


= 1 。 
dy= nx FT)” sin(2x+ 1 ) 


cos(2x 十 1) . 
Sinti) CN tT) 


= 2 ctg(2x—+ 1 }dx. 
m5 i y=e-#tcoss Rd ye 


WM dy=dle-=*cos 1 


== cos Td(e-z9 +e, (cos +) 


= eos r: * e-ztq4(—x2)— e-7*sin xd (x) 


1 
= e- zt (—2xcos a si ny jox. 


S4 微分 在 近似 计算 上 的 应 用 


一 “” 苗 数 的 近似 公式 

工程 设计 和 科学 研究 都 离 不 开 数 值 计 算 ， 而 在 计算 过 程 中 经 党 
用 到 复杂 的 公式 ,或 过 到 烦 杂 的 数据 ， 为 简便 起 见 ， 往 往 要 和 守 求 简 
单 的 近似 公式 或 简单 的 计算 方法 。 利 用 微分 慨 念 能 使 我 们 在 这 些 方 
面 得 到 满意 的 第 果 ， 
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在 8 3 微分 的 概念 中 。 已 经 知道 ， 若 函数 y = fO x ) 在 x。 Ait 
WRAS (xo 0, Haody=f/' (x Axe BARE Ay = f(x + 
Ax) 一 zxo) 的 “线性 主 部 ”， 当 Axl 很 小 时 ， 就 有 

| Ayzzdy=f' (x,)A z, f 
SS x = x T Ax, BkAx= x —x, 上 上 式 可 以 收 写 为 
Ay=f(x)—J(x )=z ff (x )(%— xa), 

BL 
flee f(x tf (x laa). (4.1) 

MEERE f(x DR SRS’ xo) 都 容易 计算 ， 就 可 以 利用 公 
RC 4.1 ) RBH BRAJ )， 其 实质 就 是 用 (5 4.1 Rew 
BU RPE BRE Co AS (xo Nx 一 x。o) 来 近似 代替 非 线性 PBSC x )。 
MILER. WEEE C xo, JOa) 附近 ， 用 切线 段 来 近似 伐 
HHE, BRES, REM Ax] 二 |x 一 xo| 很 小 时 ， 上 述 这 种 
RA ARM. 

特别 是 当 x = 0, |x IR SF, H (4.1 X 848.5] 

f(x fC 0 )-f°( O )x, (4.2) 

At lisli, Mic A F | Pi SB a i zy t. 

(i) sinxazx; Gi) arcsinx=zx; 

(iii) tgx SX; Civ) arctgx x; 

(v) e*mz1+ x; (vi) In(1+ xx; 

(vii) Ci +x) 1 +ax. 

证 明 (D 设 f(x)=sinx, W f( 0 )= 0, ffe0)= 1, FF 
A (4.2 RES 


sinx x, 
(ii) # fG)—aresinx, BMU/(0)=o, 
i’ ( Ü y=—— 1 _ | =1, 
I y 1 — x2 eos 


代入 《4,2 ) RE 
. 150 - 


arcsinx% J, 
其 它 斤 个 近似 公式 可 类 似 给 以 证 明 。 
H2 求 sin31" 的 近似 值 . 
RW EARS LARA, 4 


Jt 
180 ` 


利用 公式 4.1) Rip PIER sind’, MCR AT pk BOR 


= 
31 = at 


f(x )=sinx, f (x)=cosx, “x (= 5 , Xo x=” 这 时 
. 1 x 3 
(=s Bad (p= FE 
应 用 会 式 《4.1 F 


sin33 =sin (4+ 180 ) 


. m n 
sing +(c os sar 


=l. V3 ._ x 
> + 2 180 
0,5000+0,0151=0.5151. 
fis HAMES, LRMAABHd, FRAG AD, BE 
AI y 斌 证 明 ， L 
D— d 
t + 


a 28,6° x 


其 中 ， 角 度 & 如 图 3-12 所 示 . 
> D-d 


2 
GQ == —— .. . .. U >x — 
tg = 1 21 
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图 3-12 
AREAS )=tex, WS Cx y=sec2x, 3Ë $x (= 0, 
x=, BAA ( 4.2 ) 使 得 
ig@=tg0t (sec 20)a= a, 


+E amigas == (IE). 
又 因为 
1 缴 度 = 180" ~57.2°, 
所 以 | 
_ d ~ 
e == > x57.2°=28,6° x —2 -2 . 证 毕 ， 
二 MARRS it 


在 工程 设计 和 科学 研究 中 ， 测 量 各 和 神 数 据 是 常见 的 事 ， 但 是 有 
此 数据 不 能 直接 通过 测量 而 得 到 ， 例 如 要 求 得 角球 的 体积 ， 就 先 用 
卡尺 测 得 钢 球 的 直径 d ， 然 后 利用 公式 六 一 二 了 计算 出 钢 球 的 体积 
.但 是 由 于 济 明 仪 品 的 精度 、 测量 的 方法 等 各 种 原因 ， 测 得 的 H 
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Sd 的 长 度 会 有 误差 ， 用 带 有 误差 的 数据 d 计算 出 来 的 体积 G~ 
定 有 误差 ， 因 此 掌握 误差 的 概念 和 估计 误差 的 方法 是 进行 近似 计算 
个 可 缺少 的 一 方面 
wes 是 某 个 量 的 真 值 ， to. RREN, 则 le 一 os[ 0 做 

近似 值 oe 的 绝对 误差 . 

如 果 绝 对 误差 不 超过 某 个 正 数 w， 即 ja 一 co| <a, WK “为 近 
似 值 ao 的 绝对 误差 限 ， 

知道 了 绝对 误差 限 a， 真 值 就 在 os 一 2 与 ao 十 a 之 间 ， 在 工程 上 
也 记 为 6 一 co 上 c、 例 如 ， 如 果 标 明 某 工件 测量 长 度 的 结果 为 10 二 
0.01im， 则 0.01m 了 天 是 第 对 误 羡 限 ， 而 长 度 的 真 值 则 在 9.99m 和 
10,.01m 之 间 . 

绝对 误差 限 还 不 能 完全 说 明 测量 的 准确 程度 ， 例 如 ， 测 量 长 度 
为 10m 的 绝对 误差 限 ,和 测量 长 度 为 100m 的 绝对 误差 限 都 是 0.01m， 
显然 ， 后 者 测量 的 准确 程度 要 高 ， 为 此 需要 再 引入 相对 误差 的 概 
念 | 

设 数 go 是 菜 个 量 的 真 值 ki, Mieti | | 叫做 近 
似 值 cv 的 相对 误差 . 如 果 相 对 误差 不 超过 某 个 焉 数 5 ， 即 


|E <a, Ak a 为 近似 值 ao 的 相对 误差 限 . 
由 于 


a~~ da _ la— ao} - 
Go =a ; 


lao! laal 


Ait, aR 6 一 fE ZJa 848 X RRR. 


_ 
laol 
“FA Fa 3 H RE, 
RESY= f( x AM KA, EM RA ER x 时 得 到 近似值 
2 如果 已 知 xo 的 绝对 误差 限 为 c,， 即 1x —x lee, we 5 
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e tc tkt, vamm. - 


BRR SEAL FC oc AREA JA) = |f(x X—f(x a) , W 
Ax=%—Xe, Wx =x tx HPAye f' (2, Ax, Re 

Ayl = lio tH Ax) ECx) = | (z Axl < WI (x, )| aas 
其 中 we 为 Yo 的 绝对 误差 限 . At, WARM 8938 448 2 
限 c 为 . 
. = |f (x U Gs. (4,3) 
XA Ax, KAT RELA | 


a, 
Š, = ital ° 
所 以 ， Fixa AAS RS A 


_ o Mi Coe Wa 
OCC Re =: 


(4.4) 
gzj, = PR ， 因 此 公式 (4,4) 叉 可 以 写成 
-| geal (4.5) 


Aa ACAB- DIRI AB D. 43mm, 并 且 已 
知 其 绝对 误差 不 超过 0.02mm， 试 求 圆 钢 横 截面 面积 的 绝对 误 关 IB 
与 相对 误差 限 . 

姐 ” 直 径 为 吃 的 贺 钢 横 截面 的 面积 为 


S= A =—+D* 3 


ED, ,=43mm, asz=0.02mm, BAR (4.3) 394 383888 MA S 
的 绝对 误差 限 为 


c= Do) 2 = 


Jt - 
= D “p 
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$5 BRAK Bm Se 


一 RASH 

单元 函数 中 因 变 量 ? 与 自 变 量 * 的 对 应 关系 可 以 用 不 同 的 形式 
来 表达 ， 例 如 ， 前 面 已 经 见 到 的 用 变量 x 的 解析 式 于 来 表达 3》 与 * 
之 间 前 对 应 关系 ， WY =e + sintx, J 二 ln(x 十 vw x+ 1 ) 等 ， 
其 特点 是 : 因 变 量 y 已 表达 成 自 恋 量 x 的 明显 的 关系 式 Y= f(x). 
SH SAAN BSR RAR RH. 然而 也 会 遇 到 有 些 函 数 关 系 
DEAR BRBARSOAW. Wa, AH ty’ 1= 0 , xy— 
e te= 0, PRET x 与 2 之 间 的 对 应 关系 ， 比 如 对 方程 荆 十 3 
一 1 二 0 ， 当 变量 x ERC 一 co， hoo ) 内 每 取 一 个 人 有 时， 变量 
3》 就 有 唯一 的 确定 全 与 之 对 应 。 依 画 数 的 定义 可 知 ， 方程 确定 了 一 
个 浅 数 ， 这 种 表达 形式 的 函数 通常 称 为 隐 郊 数 。 不 过 隐 阔 数 由 自 变 
E: 求 函 数值 的 运算 步骤 不 像 显 函 数 那样 一 目 了 然 ， 只 是 隐 合 在 方 
程 之 中 ， 用 时 为 了 一 目 了 然 ， 也 可 以 从 方程 中 解 出 》 的 显 函 数 表 达 
起 ， 称 为 隐 范 数 的 显 化 ， 比 如 ， 从 方程 x 十 y 一 1 = 二 0， 可 以 解 出 
yoY 1 一 * 。 由 方程 的 根 的 定义 可 知 ， 如 果 把 显 国 数 》= 
Y1-* 代 回 原 方程 ， 人 恒 得 到 恒等式 f 4 

x+C8/1—x}*—-1L=0., 

(ERAS Bian RAE, BERRA BBS. fli, MA 
程 xy 一 e 十 er 一 0 解 出 了 >， 根本 是 不 可 能 的 。 因此， 我 们 给 出 以 下 
PR PSR AAEM. | 

— hh, We, SHOE x,y) 0, DRE 2⁄ y 
=f(x), RFCs, f(s) = 0, Nj 3 >= f(x) B 3; 
F(x, y)= 0 RH wR. | . 

隐 浮 数 有 时 是 多 值 的 例如， 方程 x* 十 ?= 1 定义 了 yE x 
HE, EF x 可 取 的 每 一 个 值 ( lax < 1 ), eet 
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AF082025 T BI y £, PMR, SERRER HH, 
BTM SHAE, AWB, AURRI CRE Tü 
1E. 

DEFC, Y)= 0 的 左 端 F(x ，3) 应 满足 什么 条 件 ， 才 能 
确定 一 个 隆 函 数 9 这 个 隆 函 数 是 否 存 在 导数 ? 将 在 本 书 的 下 册 多 元 
应 数 微分 学 一 章 中 讨论 。 这 里 不 妨 设 方程 F(x ，3》)= 0 METI 
为 * 的 隐 范 数 《 记 为 3 一 六 < ))7， 且 为 可 导 函 数 ， 于 是 有 恒等式 

Fla, f(2YN=0. 
恒等式 的 两 边 对 x 求 导数 应 相等 ， 再 从 等 式 中 解 出 产 (x )， 即 为 所 
RHR Zee. ARERR SRA, 不 需要 把 方程 
Fie, D=o PH YMA), HERA EFi, y)=0 中 
的 了 视 为 x 的 函数 ， 并 把 等 式 看 成 恒等式 ， 两 边 对 xx 求 导数 ， 再 从 
中 解 出 7 即 可 . 

1 设 由 方程 xy 一 e 十 e'= 二 0 确定 隐 冰 数 , 求 y Ry’ |... 

解 ” 把 方程 xy 一 e' 十 e'== 0 中 和 询 3》 视 为 由 该 方程 所 确定 的 隐 务 
RYH f(s), PARBRABSH, BARA HSA, TH 
等 式 的 两 边 对 < 求 导数 ， 便 得 

ytuy’ —e' te’ + y sD, 
Hy, 得 
e*— 
y= Fx k 
jx = 0 RAD Haxy—e*te'= Of, Be’—1L=0, WIB y=0, 
FHA 


, =e = 
y leno er F x ， 1. 


ke Ü 


M2 RBA ty 1 E KM (2, VE 处 的 切线 


"Ir: 


方程 . 
Mo ”由 隐 函数 微分 法 ， 方 程 - 汪 - 十 % 一 1 一 0 的 两 边 对 z R 
导数 得 
S+2yy! =0, ' 


yf = —— 


4y ° 
当 * 一 VE，y 一 当时 ， 代 入 中 得 | =-4. 
tet 


HERLAAI, RK M B U] SR 89 A RA 


k= y 


x= 


+W 2 K Mü WADE 


_ 2 _ if, ys 
y 5 2( x 2), 


pp x+2y— 2 2= 0. 
H3 设 e' 一 xy 一 0 Ry’ By", 
Mm LARA, A 
ey yxy =0, 
于 是 有 
, y 
>” arr 
上 式 两 边 再 对 * 求 导数 ， 仍 然 把 3》 视 为 x HMR y= f(x), @ 3 


yw y (e'—x)— yle": y/o—l 
y = (e"— x 2. | 
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— vty’ (er 一 zx 一 ye 人 
e¥—x)? ° 


将 y = 一 二 代入 和 中， 并 注意 到 ef= xy， 化 入 后 便 得 


e'— x 


# nme y(2y—2— y?) 
ET ° 
Ry, thay Pr 
ely’ — y— x y” = 0 
出 发 ， 两 边 再 对 x 求 导 数 得 
e". (y')2+e”' + yy —xy"=0, 
Rey”. 45 I 


,— 27 et (y)? 
> . e! — x ° 


用 上 面 的 方法 化 简 ， 结 果 也 得 
多 429 一 2 一 y3) 
> ` x2(y—1)* ° 
MA Bey He Cx > 0 ) 的 导数 . 
W RAIA BERT y = f( x POW BR, RK 
为 者 指 函 数 . 下 面 用 “ 取 对 数 微分 法 ” 来 来 其 导数 ， 
H Y = xsinz, PRR RA 8 
lny=sinx’ lax, 


EMBERED, ERAAN =< 求 导数 得 


. in x 
(Iny)¿ © ve’ =cosxlnx + = > . 
Hil 
1 f sinx 
y y = cosx Inx+ x 
m , 
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sink ) 


y= y (cosx Inx+ x 


. sint 
= x sinz (cosxlax +E), 


ATIR MY = f(x aoc /(x ro), MR 
f(x ), %<x RBS, BAHARA, A MRS 
法 ”来 求 导数 y . | 

RS PRS, ARREARS Re ps RN, HATH 
取 对 数 微分 法 来 求 其 导数 . 

1 — x 
ee. 


例 5 求 函 数 ?一 x | 


解 ” 本 例 的 画 数 是 由 乘 、 除 ,天 方 等 运算 所 构成 的 ， 直 接 求 导数 
BEM. BOR FERRY 38 BEI BE HT ARC 
将 原 式 两 边 取 对 数 ， 得 


seis FD 


=Inx-++Üa(1 —x)—In(1 + x), 


应 用 隐 函 数 微 分 法 ， 把 上 式 两 边 对 * 求 导数 ， 得 


,1 a 
(ny), s= til (一 二 一 “ach 


° L60 ° 


FRG) 


1tx\* 1 — xš: 


_ ffi—x x 
= HO -r 
二 “参量 函数 的 导数 
在 解析 几何 中 研究 动 点 的 运动 轨迹 ， 或 在 力学 中 讨论 物体 运动 
的 轨迹 时 ， 经 常 要 用 到 参量 方程 ， 例 如 把 物体 以 初速 度 oo， 仰 AP 
揭 射 出 去 ， 如 果 忽 略 空气 阻力 不 计 ， 则 扫射 物体 运动 的 轨迹 方程 


图 3-13 


x =y stceos?2, 


Y =votsin? at | (1) 


RE: ep ike api H7iB), g 是 重力 加 速度 ，< ，? 了 Bias 

物体 在 铝 直 平 面 上 的 位 置 的 横 、 纵 坐标 。 式 中 zx ，? 都 是 时 间 上 + 的 
活 数 ， 如 果 把 同一 个 + 慎 记 对 应 的 一 对 * ， > 的 值 看 作 是 变 重 x 与 
3 之 间 的 一 种 对 应 ， 这 样 参 最 方程 ( 1 ) 就 确定 了 ?与 % 之 问 的 函数 
系 ， 很 容易 由 和 参量 方程 消去 参量 :+ ， 得 到 
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gt sec 7? xŠ 


y= xtz?— 202 * 
这 是 人 参量 方程 所 确定 的 函数 之 显 式 ， 
一 般 地 ， 设 有 参量 方程 
x=P(1), 
| t € (RED (2) 
Yeo cry, 


Mawes = 二 9( : ) 具 有 单调 连续 的 反 函 数 ! =e Cs), HER 
ARR Y KPC, FR ”| 

y=b(P-'Cx)), 
它 是 由 2? 一 办 1 )， =P x ) 复 合 而 成 的 复合 函数 ， 是 由 参量 
方程 ( 2 ) 确 定 的 函数 的 显 式 ， 因 此 ， 参 量 方程 ( 2 me y 5 x 间 
的 函数 关系 ， 这 种 函数 关系 所 表达 的 函数 就 称 为 参量 方程 ( 2 ?所 确 
TERY PAK, 8 BK BB 32. 

在 实际 计算 中 ， 资 从 参量 方程 ( 2HWKSR', BSR 
数 的 显 式 ， 有 时 是 很 困难 的 ， 甚 至 是 不 可 能 的 . 因此， 希望 能 直接 
从 会 量 方程 ( 2 ) 求 出 参量 函数 的 导数 .为 此 ,假设 阔 数 x =@( 1), 
Y= ERM TEAS, Ae’ (Ct #0, FBR 

dy= (t)dt, dx=’ (edz. 
因 导 数 是 微分 之 商 ， 故 有 
y Ae = Oat SR, amp). (s.D 
这 就 是 参量 函数 的 一 阶 导数 公式 . 
gee =p i > Y= ) 具 有 二 阶 导 数 ， 记 
A dy’ 


Y= OT GY Gy yes ax 
ATS TI 
y= g(t)» . 。 
3). 
(gc, ( ) ` 
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仍 按 上 面 方法 可 求 得 二 阶 导 数 ， 得 
r dy _ dot) _ _g (t)dt# 


vee dx — dP) ~ @ (t)de 
Pp! pr — y pe 
= (pr ye y: _ p yë — p p” 
p” (oy 
(5.2) 
He REA 


| x=alt—sint), 


y=all—cost) 
Ei =- SO RTE RIO SREY 
x 
W ARCS), 44 


dy _ eos, 
dx alt—sint)’ 


asint sint 


= a(l—cost) 1 —cost * 
当 : = 一 时 的 切线 的 斜率 为 


= dy — _ sint _ 
k= dx E L—cost oe 


(= Sn EMC (2-1), a), BAR AM 
线 方程 为 | 


y—a=1 +-| x—oa (z 1 )}. 
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yaxto(2~2), 


由 前 面 已 求 出 一 阶 导数 为 
ây sint oL 
dx — 4—cost CE 
t f 
dèy _ detey _ — y ese" 
dx? da(t—sint) a(1—cost) 


a _ 1 
(leos) ? (t#2nn, nM). 


fi 7 BEDE LIE Boos {Ft 抛射 出 去 ， BOM SAA 
Ait, WA St aE a A 


X=votcos?, 
: 1 
y= tsin?— zgi’. 


求 抛射 物体 的 速度 的 大 小 与 方向 《图 3-13 》。 
解 ”在 任 一 时 刻 + 抛射 物体 的 水 平 速度 为 


dx 
vs “hl vocos?, 


SE yE BE 


d : 
u= i =vosin?— gt. 


Ai RESEDA NN ll 


U = Wo P = \/gi—2uegisinP F gt. 


site OHA MMA Kee MIN ae 设 切线 的 个 
角 为 <， 则 切线 的 射 率 为 
_dy to in?— gt 
tiga = dx "YY 
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O (0 sin0+ P(0)cos0 
P! (Mcos@— PCO) sind 


_ _ PF’ CO) te p( 0) 
kumi P (0)—P 0)tzg0 * (1) 
其 中 ，P (6) =-42. 


BAP (0)3F3F E f 2889 JR 0 613, PERSWRAK. W 
HREM, ORWEMTROM ( 9 为 极点 ) MHRA ANS, 
Ri p =a-—0( 3-14), RA 


m 3-14 
Q=- — 


1+tgatg0 ~ 1+y’tg? ° 
R 1 的 结果 代入 ( 2 )， 便 得 | 
tee GD 或 0 (A) — OCA etga. .( 3) 


式 (3 BRT 35:46 25128 RE] J 3: fB ç FOCORESRO COZ Hy 
RR. 
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fj 3-15 


AS RWMALB0 = 20? cos264E6 一 二 > 的 切线 的 斜率 ( 


3-15}, 
E 应 用 隐 函 甫 微分 法 于 双 纽 线 的 极 坐 标 方程 ， 得 
200’ =—4a’sin2é, 


从 而 有 

pf = EE sin, 
应 用 (3 ) 式 ， 得 

tgp sin 20 


= —t£#20=ctg (+20), 
到 此 ， 9 一 一 t2, 而 < 一 6 十 9 一 一 十 36 x 0 = Tati, * 


得 切线 的 射 率 为 


tga =tg(3+ 3 —*_)=te a =—1. 
BR, bY RAR 1 ) 直 接 求 出 tga. 
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第 四 章 ”导数 的 应 用 


上 一 章 已 经 详尽 地 六 明了 导数 与 微分 的 概念 以 及 它们 的 密切 的 
联系 ， 并 建立 起 求 导 数 与 微分 的 方法 一 “微分 法 ， 本 章 将 利用 导数 
来 研究 函数 的 各 种 性 态 ， 例 如 ， 把 判别 函数 的 单词 增 减 性 问题 转化 
为 判别 其 一 阶 导数 的 正 负 号 回 题 ， 把 判别 函数 曲线 的 四 同性 问题 转 
化 为 判别 其 二 阶 导数 的 正 负 号 问题 ， 而 与 此 相 联 系 的 还 要 研究 如 何 
求 卫 数 的 极 大 值 、 极 小 值 、 最 大 信和 最 小 什 等 问题 的 实际 应 用 . 完 
成 上 述 转化 工作 的 理论 基础 就 是 微分 学 中 值 定理 ， 


§ 1 微分 学 中 值 定理 


本 节 要 介绍 罗 尔 《 Rolle ) 2H, HABA Lagrange) © 理 
RWW (Cauchy 定理 ， 统 称 为 微分 学 中 值 定理 . 

一 “加尔 定 理 

定理 1《 FREE) BBR y= f(x)fEBI Xia] (a, b) LE 
S$, EF KRG, OADS FAR AWA BRAM fa) 
= fb), WH ta, OABPRE-— REC adib), BB (= 
0. 

定理 的 玫 何 解释 很 明显 .着 连 续 昌 线 y 一 02038 4 B 上 ; 
处 处 有 不 垂直 于 Ox 轴 芍 切线 ， 并 且 A4、B 两 点 的 纵 坐 标 相 等 ， 定 理 
BH e EABELE DAAC, ERA HAH Sh 3 Fox 
轴 . oe 
证 明 因为 六 x) 在 闭 区 间 [c， 的 土 连 续 ， 故 函数 在 该 区间 上 
ARKAMAR Jm, WE, RAW H i RR, 
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È) 
£ h x 


图 4-1 


(1> #m=M, WAOEla b) FIE22 3863. Ah, EKE 
间 内 产 (x) 一 0， 区 间 内 每 一 点 都 可 以 作为 定理 的 志 

(2) 车 mm 生财 , 则 两 个 数 ms 财 中 至 少 有 一 个 数 不 等 于 fa) = 
ft), BM, JOEG, b) KARR. AMETI EM = f(a) 一 
f(65)， 即 函数 1(x) 在 Ca， 的 最 大 值 不 是 端点 处 的 函数 值 ， 那 么 
#E(o, DABPA~—-Milacé<b), FBRKAM= f(D, KW 
M—MCEtAWECs, by, MAS EADS SE), ASEA) 一 
FEOS., RAAB Dela, DADS, FR 


当 Ax< 0 时 ， FEAD o, 


(Him ETAD IE 0. | 


当 Ax> 0 时 ， ie Ax) i) <o, 


(人 一 lim ,HA TF) < p 


HURE EES ECES t )=0. 证 些 
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VKH, PREBHAHSTRERASER, i-r, 
否则 便 可 能 得 不 出 定理 的 结论 .读者 可 结合 图 4-2 的 四 个 图 形 验证 这 


~oo 
| fla) LC) 
x ` a b x 
函数 在 xc 点 间断 Bie ZE x =b # [s| 8 


(1) . `. (2) 


函数 在 x*=c 点 不 可 导 I f(a) = feb y. 


(3) (4) 
图 4-2 
= BERADER 


定理 2《 拉 格 朗 日 定理 ) 设 函 数 y= faM le, dE 
EE, EREA OATS, WE, HARDEE REC a < 
E<b), ER 


— 


9170 


EMS ATLA, FERARI =/ONAR AB 
内 ， 处 处 有 不 垂直 于 Ox 轴 的 切线 ， 则 在 4 日 内 至 少 有 一 点 C， 使 得 
临 线 缴 在 该 点 处 的 切线 平行 于 弦 有 万 《 图 4-3 >. 

证 明 | 


WR Ia-ia _, 


b—a 


feb)— fla) = k(b—a), 
即 
f(6)—kb= f(a)— Ra. 

ER BS pO x= f(xy—Bhx (43), H TE SDE 
MiB (eo, GEES, ERKA, OATS, RRR (x) he 
(a, DELER, Hie, OAS, HAead—rtb), BPR eB 
WMHs, DABPHE—Bila<é<b), HBO’ (4)= 0, W ` 

FLERE 0. 
所 以 | 
{(6)—f(a) 


p (B=h= Ea 
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BR, AACN Tbe eRe, ARC RR 
BPA, 
为 了 便于 应 用 ， 公 式 (d4.1) 又 常 写成 下 面 儿 种 形式 ， 
(1) f(d)—flad= f (š)X5—aXa<£<5)5; (4.2) 
(2) 设 xE[la, b), xtAx€ Ca, b) Ax> 0 或 Ax<0 ), 
那么 在 区 间 [x，x 十 Ax) 或 在 区 间 ([x 十 Ax，x] 上，({4,.1) 式 就 可 L) 
写成 
fist Ax) —{Co=# (Aa. (4.3) 
其 中 ， # 在 x 与 x 十 Ax 之 间 ， 
(3) WREG =E, WOII, i= x toar 公式 
(4.3) 可 改写 为 
J(x+Ax)—f(x)= fF (x+ 0Ax)Ax. (4,4) 
# i y= fx)， 那 么 (4,4) 式 就 可 以 写成 
Ay=f'(x+0Ax)Ax, (0 <0<1). 
RRA, -TERR yd y= f' (x YAx Ea PR 32 2Ex Sib & 
TAT A E E a pp 
at fl (Ax, 
iyi Ga 0 时 才 趋 于 *. 而 由 
《4,4) 式 有 准确 表达 式 
Ay= f (xt BAWD Ax, 
AI ORRA RBE ZA ECAR IK. BRE 一 个 
区 间 上 的 增 量 与 通 数 在 该 区 向 内 某 点 处 的 导数 之 间 的 关系 ， 即 函数 
的 增 量 与 本 青 的 导数 可 以 互相 直接 表达 . 这 一 点 在 理论 上 有 重要 的 
TL.. | 
作为 拉 格 明日 定理 的 应 用 ， 下 面 将 导出 重要 的 推论 . 
推论 1 MRS OERAIANSRESTE, Mito 
EB BJI ABA HR. 
ZA ERAIAERA Ao, x(x x), SRP SDS H s =a 
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恒 得 | 
f(z)— f(x | )= ff ($XXx—xo)., 
这 里 ，# 介 于 x 与 x。 之 间 。 由 假设 疡 人) 一 0， 所 以 
f(x)= f(x, )= W *k, 
因为 x*、x。 是 区 间 I 内 的 任意 两 点 ， 上 面 等 式 说 明 . wit COE 1 N 
A A SS. Bw, SOEKI Py 62% mR. 
应 用 推论 1 nf HEH kn T Ph R, 
推论 2 MEB TES SA pakir P iBJI AES, WK RR 
之 将 在 区 间 了 内 恒 为 一 常数 | 
推论 3 MRR TEKI SSK fui h W S, 
Wis FERMI pa ARE Re, 
例 1 CAER = RL, 2) EW El W BB H z 
PH, RIA OM wee, 
MRS, f (=x. 
由 公式 (4.2) 有 


f(2)-f)=26(2—1), EB gas, 
由 公式 (4.4), 有 | 
f(2)— -t0)=2G+0)@—D, 解 得 gut. 
#42 BPI = > 0 BS, 


crn nd xX, 


WA RAR Din its, 34x> 0 B, BRO ER 
闻 L0，x) 上 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 ， 应 用 公式 (4,2) 有 
: f(xy-f(0)=f# (#)(xz—0), 0<š<x. 


SB Eelt), KOS Fas AMA 
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. . S” 
inf 1 + x)= i+ 
MAA 0 < £T Xy 所 以 
x 
Itr < 1 +š 
Bp n | 
x ` 
Tag SIn(1+x)<x. 证 毕 


83 设 阔 数 (x) 在 区 间 [a，5] 上 连续 ， ERE R Coe Ow 
可 导 * Htim T (O=hFE, 刚 半 Co} 也 存在 ， 且 


flim F (=k. 
证 明 wAx> 0, atAx€{a, b>, m eee f(x X#E Ca, a + 
Ax] 上 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 ， 因 此 有 
(tan ilo) pr (8), a< š< a+ Ax, 


: À : lim + ‘ 


Ax —0 1 x 


= lim 7” (£)=k, 
Į -s 


Bp iln Rk. 

同 理 还 可 以 证 明 ， 如 军 lim SCE, Whith= 
lim F 8522 

必须 提醒 读者 注意 ， a4 f(a HELEN, SOR MERE me m 
Flim f (x) 存 在 ， 即 本 例 的 道 命题 是 不 成 立 的 . 

= Wm 

定理 HAEA) BS) Rela EAE (a, b) J 上 
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理 ， 有 
Pb) Pio)= pb —a). 
其 中 ，a<9< 过 5， 据 定理 所 设 g' +0, X b—a 0, ATR 
@(b)—g(a)= 0 , 
仿照 拉 格 朗 日 定理 的 证 明 ， 仍 设 


£(6) —ffa) => 
ph- Pa) A 


ftb)—kel b= fia) kpa), 
t, FERE 2k 
PC 2) = fixad kpi), 
RI, Mx Ela, ERED REBAR, BA 
W (x= Cn) kp’ (x), 
应 用 罗 尔 定理 ， 在 (a， 晶 ) 内 至 少 在 在 一 点 {a 之 < 之 6)， 使 得 类 CH) 
二 0 ， 即 六 (一 hp/ (H=—0, Re’ (Ë= 0, FB 


CE) _ 
KO Rh 


从 而 推 得 
fO =G) PCE) | 
Pp GN E 
上 面 所 讲 的 罗 尔 定理 、 拉 格 朗 日 定理 和 柯 西 定理 有 以 下 的 关 
R. 
WREE, Ro (=x, a. (hb) —¢l(ad= b— a, 
g@'(x)= 1, SA ORT 
fb = Ca) 


b—a 


=f (E) (a<cé<b). 


SHER AAR. 
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OREM H z FE RES, BR O= fio, Ba 
拉 格 朗 日 公式 (4.1) 中 的 有 端 
{6)— fa) _ 
b—a 
AMRF RERA E= 0 ( a<£<b). 
io EEE, EDN Ey A zE EB BU) 28 16 
f(x)—f(x )=f# CE) (r— x0), 
其 中 # 在 x46 与 x 之 间 ， 这 一 公式 把 函数 值 与 其 导数 值 直接 用 等 号 联 
系 起 来 ， 为 利用 导数 来 研究 函数 的 性 态 问 定 了 理论 基础 ， 使 导数 成 
为 研究 画 数 性 态 的 有 力 工 具 。 因 此 本 节 介 绍 的 一 系列 的 重要 定理 是 
徽 积分 蛙 论 的 基础 ， 今 后 经 常会 用 到 ， 要 给 盾 足 够 的 重视 . 


0, 


S2 ZE (L'Hospita ) 法 则 


RARA É Bz, BES N | x— x. ¢ 或 x 一 oo > By, ba 数 
SOG ORELLA A, MMBAAK, WH) Gece) wis B 
BE | 


Prr PG) 

(x— w) 
可 能 存在 ， 也 可 能 不 存在 ， 通 常 把 两 个 无 穷 小 之 比 的 极限 式 称 为 
“一 一 ”型 未 定式 ， 把 两 个 无 穷 大 之 比 的 极限 式 称 为 “- 守 -” 型 未 
定式 .对 于 这 一 类 未 定式 的 极 眼 即使 存在 ， 也 不 能 用 “ 商 的 极 肾 等 
于 极限 之 商 ” 来 求 其 极限 ， 下 面 介 绍 求 未 定式 极限 的 一 种 简单 而 有 
效 的 方法 一 一 罗 比 塔 法 则 . 


=æ -0 
0 一 型 未 定式 


”定理 1 (法则 1 ) Š> 
177 。 


(1) 各 数 /(x) 与 9(x) 在 x。 点 多 某 邻 域内 Cx。 点 可 陈 外 3) 有 E 
X, Alim f(o=0, Jim @(x)= 0; 


( 2 y “在 x, 点 的 某 邻 成 内 C xo AE BRS ) f” (ee (x) RE 
E, He’ (x) *0; 


(3) tim -各 名 存在 (或 为 co)- 


则 被 限 iim a Ate CRO), H 


O Am qO" a Gr (2D 
证 明 EA RC 2 Rf OO Ep OOE A 3E 48 
AC co ERS E, MERAC ) 在 Ye 点 处 补充 定 w, 使 得 
f(x )=g0(x = 0, KR, Bix) Ses) Ex, RAE. 
Wx Jx RHRORAR Ts KES, BRR, AK MM (xo， 
EG, x.) L, BR) Sel OREMRESHRE. REDE 
在 一 点 5。 使 得 


f(x) ECx TEC) i’ CE) . 
LA = LE pr) ee a aioe (EE x, six i). 
HFE x B|, KM xx Mix, HMRC 3 ) 便 得 


tim $5 = im orgy = Jim Uy 
_ f(x) | 
lim “97 Gay * 


这 就 是 说 ， 当 jim -G EEN, lim Bey wee, Be 
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Fim FO, 4 lim me es oR, fm Kap = co, 


证 学 


如 果 lim £ (OS sik, LIER CO 5 9x) 
PML MEMAR, MSTA TEM W 


f' (x) f“ (x) 
ine aes yo lim oa) Him pray Cx) 
并 且 可 以 仿 此 类 推 下 去 . 
Hi 设 


(1) me find Sei F |x] > N> on Ae XL, Blim J (x= 
0, lim Px); 


C2) 当 |x| >Ni, Fog (REE, Bo’ (2) #0, 


(3) tim EAS 存在 (或 为 ca) 
WERE RAe), H 


lim T tim P, (2.2) 


证 明令 x 一 一 ， 则 当 x 一 时， 必然 有 + 一 0 ， 由 定理 1 
EA 


lim ER tim 一 本 
一 tog ptt 
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=lim — — 'n —S 
f—Q 


“lt CO] 
ete] 


LAC? Gare 
sz] 一 -一 一 -一 一 一 一 
pm 2 ( 1 ) (- =e 
= 1im 2 “ 证 毕 


2 on 


@1 Elim Atay =L. 
Y — Ü 


解 ” 属 一 -型 未 定式 . 由 定理 1 ， 得 


人 十 2 一 1 atx) _ 
x in 1 —~—=@, 


， xš —3x+ 2 
例 2 Rim 一 wi 一 x 一 十 了 


解 ” 属 一 -型 未 定式 .接连 用 一 次 定理 1 ， 得 


x°—3x+ 2 _.. 3x7—38 
dim e yi— xe FT PE gaia] 
im — 3 
“lim 6x—2 2° 
必须 指出 ， 在 连续 使 用 定理 工时 ， 每 使 用 一 次 都 必须 检查 所 求 
极限 式 是 否 属于 -0 -型 未 定式 ， 定 理工 的 条 件 是否 得 到 洽 足 ， 例 如 


EA} lim -6% 已 不 是 未 定式 ， 不 能 对 它 再 应 用 罗 必 塔 法 则 ， 
在 则 会 导致 错误 的 结果 、 
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: . X—sink 
3 Kim Xsin?x ° 


W ” 属 一 -型 未 定式 ， 如 果 直 接应 用 罗 必 塔 法 则 ， 计 算 会 很 烦 
He, 注意 到 ， 当 x 一 0 B$, x—sinx, #JH264fr 3625 v AD I HR, 便 


li x —sinx i Xx —sinx 
; =1im 
m xsin2x ar xt 
一 1i 1 —cosx 
ea 3x? 
=i sing _ 1 
m 6% 6 ” 
~arctgx 
2 
A $ lim r . 
x 


解 ” 属 于 一 "型 未 定式 . 


Jt 1 

lim > arcigy =i Tx? _ 
arte 1 x—+ — 1 
x x4 


x” 
SAR Tt 


= 1, 
二 一 型 未 定式 


定理 2 法则 2 ) 设 
(1) 遂 数 Fxy 与 oz) 在 xu 点 的 某 邻 域内 (xo 点 可 除外 ) 有 E 
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8, Alin f(x)= °, [mrs e, 


mx 


(2) Foose (XOZEx BR ADM Coco PS HT ER BL # 在 ， 
Bey’ (x) *0; 


(3) tim CO FED). 


则 极限 lim res HE CRO), H 


ff (x) 
= 2, 
lin +G = Em (2.3) 
推论 设 
(1) 函数 Fx) 与 9(x) 在 kl >N>O AEX, Blim f(x)= 


oe, limg(x)= eo 


(2) 4\el >N, f(x Se’ (REE, Be’ (240; 


`+ 


(3) tim SERERA). 


Oi FR Pk lim LES 存在 (或 为 co)， E 

i f (xD ji f’ (x) 
um pix Sim p' (x > * 

Ae ce FE HEE BJ GE AB. 
。 In sins 

MS Rim- Tas 

解 ” 属 一 :型 未 定式 

m , ln sinx . (In sinx)” 

lim, In x sim, (lnx)’ 


= cosx 
. inx 
= im 5 
< 工 
x 
=lim ——-  - lim cosx=1. 
fF sin r= 68 * 


WE klim (n JEES). 


x" 


解 ” 属 -一 -型 未 定式 . 


1 
. _ (Inx)” _.. x 
im x. TUR (x iNe Se 

= i 1 = 
Hm. nx" 0. 
A7 Rim, (n 为 正 整 数 )。 
RR 一 型 未 定式 . 
. x _.. "y =1i nx! 
lim | e" =m (e) ne e° 
, nín—1)x*? 
=lim ~ ež 


ñ ni 
== lim 一 二 一 
x == + È 


x 


从 例 6 及 例 7 的 极限 lim in =0 与 lim =r 


x” 


AT D14832] F AA. ZEAE ARE, Ine, x, TEP 
SWS M ER, HU, BKM Bio, 

三 其它 类 型 的 未 定式 

除了 上 述 一 -型 、- 云 -型 未 定式 外 ， 尚 有 其 它 类 型 的 米 定式 . 
例如 当 1limFzxz)=0，limg(x) 一 < 时 ， 那 束 1im (f(x) ged) Æ 

0 °°" 型 未 定式 、 如 此 类 扒 ， 可 知 还 有 0 e, eo—co, 0°, 
1°, "型 未 定式 ， 求 这 些 类 型 未 定式 的 极限 ， 通 常 是 把 它们 先 化 
为 -型 或 -过 - 型 未 定式 ， 然 后 再 用 罗 比 塔 法 则 进行 计算 、 


fis Klim x nx Cn 0 >, 
E Mo .ce 型 未 定式 ， 把 xinx 改 写 为 


*] = in x 
x ny 1 * 


x 


当 x 一 0 Rj, lim aS RE, 故 


x 
lim x'in x =lim nx 
x= 一 外 rv” — 
x 
1 
i; x _ —x" yy 
一 im 
ras 
1 
fi 9 求 lim (—— PE” } | 
解 ” 属 兄 一 中 型 未 定式 ， 上 式 通 分 后 化 为 
| x _ _ l Xinx 一 十 1 
x—i In x (x—1)lnx * 
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hx O'R, lim AEL pg © pase, K 


+o* escx 


A, cee 
Li; Sign ' ose? 


r= * —ctgx ` C5C 


、 =o 
所 以 n- tgz im netr 
lim, (ctgx)sinz =jim e ©? et “SE —et=1l. 


a~n* 


[ie LOC E Mere et Seared 8432 tt 
一 种 方法 .如果 能 与 其 他 求 极限 的 方法 配合 使 用 ， 便 如 能 化 简 时 应 
尽 可 能 先 化 简 ， 可 以 应 用 等 价 无 穷 小 替换 或 应 用 两 个 重要 极限 时 ， 
应 尽 可 能 应 用 ， 则 可 使 运算 更 为 简练 ， 达 到 事半功倍 ， 
但 是 必须 指出 ， 罗 比 塔 法 划 毕 究 是 求 未 定式 极限 的 方法 之 一 . 
当 法 则 前条 件 清 足 时 。 所 求 的 未 定式 的 极限 存在 《 或 为 ce ) ， 但 是 


tim LO 的 极 腿 不 存在 时 〔 除外 》， 就 不 能 
不 存在 的 结论 .这 时 ,lim 太 3 仍 可 能 存在 ， 例 如 


Cx+sinx)’ 
af 


reat 


=lim(1+cosx) 
BECK AEE. ii 
lim tn 一 jim (1 4-8 Jo 1, 


F = 


S3 国 数 的 增 减 性 与 极 值 


一 “” 病 数 增 减 的 必要 条 件 与 充分 条 忻 
1 ”函数 单调 增 减 的 必要 条 件 
根据 第 一 章 中 阔 数 在 区 则 内 单调 增 减 性 的 定义 可 知 ， 如 凡 画 数 
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FOLKD Ca, ) 内 是 单调 增加 的 ， 那 么 函数 曲线 ?= f(x y£ 
Ca, 5 2》 内 随 着 x 的 增 大 而 上 升 ， 在 几何 图 形 寺 看， 上 升 RPE 
PADMA GAAARERA, Mt Etga= f (xz) )> 0 (€ B45). 
SUR MBS e ERA Co, EO BERAAT, BARR HR y= 
FODE Ca, 6) AMR KABA TR. ZJL4AJEUE ES, FREH 
RE LA SMR MARE, We Rtga= f'(x)<0 (图 4- 
6 》， 这 就 说 明 在 函数 可 导 的 条 件 下 ， 函 数 的 增 减 性 与 导数 的 正 负 
EA BHR. 


E] 4-6 
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EM WR), EER, EC a, OATS, 
网 当 fx) Ele, EPRI C SR 时， 在 (ay b ) ADA 
f'(xy20 ( <0), BH ¢a |) HEMTRA PSS FERRY. 

证 明 六 了 确定 起 见 ， 不 妨 设 Ax) 在 [ag，5Y 上 严格 单调 增 ， 
WOE RA Ela, b) Rx tAx€E a, b), 4Axs<lOmM, AS (x+ 
Ax) <fix):; 4As> 08, Aflat AD> (x), REA 

Pee tAn)—-flx 
fC 2) Cx) >o, 
AF Meta, b) ATS, TES 


ZX 二 Ae) 一 Fe) 
VCE) lim Patani 9 ， 


这 里 等 导 不 能 在 人 《as b) BD EDIS RAC 长 度 不 为 0 ) AER. 
否则 在 此 子 区 间 内 j (x) 二 常数 ， 这 与 f(x) 是 严格 单调 增 的 BRS 
盾 . 

GM, TE OORE RRM mba, BAS CaSO. 

| 证 毕 

2 BMH mos se H 

TE? (RPM RED HARS lo BIE 
HER, FEC a, OO AMR, f(x 20 Cf ies 0 ), Bf OE 
Ca, 5b》 的 任何 子 区 间 中 不 恒 为 零 ， 别 f(x) 在 lta，65) 上 是 严格 单 
调 增 加 的 ( 减少 的 ). | 

it 在 (ay 6 上任 取 丙 点 x,， x (Xi < Xx), BI Pe fC x) 
在 [x1:，x:】) 上 满足 拉 格 朗 日 定理 条 人 忻 ， 故 必 有 有 ， 使 得 

Í(x,)— f(x = fi CEM x ma )y acia, 

FEAR. 0, ARES (So, BELA (HS F 
ERa D f(x 0, A f(x, f(s), RASS C Bp sr. FM, 
WRH Kar HS Ce =f (x2), INE Baxi <x ce. ELD 
CBee A Ai aie) Bieler), HI(x d= f a) 
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Wy HE f(x, =f (x= fle), ED f(x E(x. ox.) EHS. 于 是 ， 
在 (xiyxs D AF (x) 三 0 。 这 与 产 (xz) 在 (Co b) ñ Eh T X E] 
FPA fe CASE By BLE PB, 这 就 证 明了 ， Xi E Bx, to € (a, b), 
Hy TF Ë 8 f(x < f(x: >, WF OTE La b) 上 严格 单调 增加 . 

同 理 可 证 明 f(x) 严 格 单调 减少 的 情形 . 证 毕 

把 定理 1 及 定理 2 合 起 来 ， 就 得 到 可 导 函 数 了 (x) 单 调 增 减 的 充 
TEAR: BBR Oa LEE, EtCa FATS W 
f(x #Ela, b) ER CMON 必要 条 性 是 在 《ao b) Pi 
f'Gx)220 C0), B# Ca,b ) 的 任何 子 区 间 《 长 度 不 为 0 ) 中 
等 号 不 恒 成 立 . 

上 画 的 结论 对 于 闭 区 间或 无 限 区 间 世 是 成 立 的 . 

81 判定 函数 Fx)=x 一 sinx 的 增 减 性 . 

M ”函数 fx) 的 定义 域 为 ( 一 cc， 十 cc ) ， 它 的 导数 

f’ (x)= 1 —cosx>= 0, (1) 
“AM xS 22nn (s= + 1, #2, ° RB, ff Conn = 0. B 
此 ， 在 任何 区 和 间 中 (长 度 不 为 0 ) {1 ) 式 的 等 号 未 恒 成 立 ， 由 定理 
2 可 知 ，f(x) 二 x 一 sinx 在 定义 域 C 一 =, +> RAM 3808 
数 ， 
PD ” 求 函 数 Ax) 一 %s 一 3242 十 5 的 单调 增 减 区 间 . 
E BR ORELE, +o), EH See 
f (x)=3x2—6x=3x(x— 2), 

当 X 一 0 及 x 一 2 时 ， 产 (0 )y=f'<(2)= 0. x= 0 Kx= 2 W 5 Bf 
定义 城 分 为 三 个 区 间 : C, 0). 00, 2), (2, +>), 

容易 判定 在 CC 一 <，0 ) 及 ( 2, tow, Fao, 所 
以 大 x) 在 这 两 个 区 间 内 为 单调 增 函 数 ， 

在 tO，2 0) 内， 天 (x 之 90， 所 以 Cx) 在 这 个 区 间 内 为 单调 减 
函数 ， 

BR, x= 0 及 % 一 3 Er BB 3k f(x)= x*—3x2* + 5 ËJ 183 D< 
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EC, 0), < 2, +e ) 与 单调 减 区 间 (0 ，2 BY R 
点 ， 在 读 点 处 的 导数 产 (0 ) 一 0， 产 (2) 一 0， 本 例 说 明 ， EET: 
数 在 其 定义 域 上 不 是 单调 通 数 时 ， 可 以 用 导数 等 子 零 的 点 将 其 定义 
域 划分 为 这 限 个 区 间 ，、 这 样 ， 就 可 以 使 函数 在 各 个 部 分 区 间 上 成 为 
单调 的 ， 有 时 函数 在 某 些 点 处 导数 不 存在 ， 在 划分 定义 域 时 ， 还 应 
该 把 这 些 点 考虑 进去 ， 

fs 求 画 数 f(x) 二 Ya? 的 单调 增 减 区 介 . 

W 函数 乒 x) 的 定 尽 域 为 (一 5， 士 o )， 它 的 导数 为 


f(x)y=-———  —, x #0. 
3 Š x 


在 其 定义 域 《 一 %， 十 % ) 内 没有 侍 导 数 等 于 零 的 点 ， 但 是 函数 
f(x) 在 x 二 OKA S, PRAKASH Be = 0 把 定义 域 
C=, +o 》 划 分 为 两 个 区 间 C — >, 0 ) 与 (0 ， 二 ww), 在 
(—e, 0R, f'(a)<0, Eo, 0 ) Bia Yx he 
FARM; ZEC 0, +e )W, ff 0 , ÉE ( 0, += ) E 
f (xD = A x° KA I, 


例 4 证 明 ， 当 x 之 0 B, 1++x>Z l FE. 


WB iZf(x)= 1 +ix—-Vits, BÉ Z PAR f(x) # F 
fC 0, +e 》 上 可 导 ， 它 的 导数 为 
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_ x 7 
2 itx 1+x+ 1) 
H> 0 ih, OORE, HESR OOS 0 ， 因 此 在 (0， 
tee 2 上 7(x) 为 单调 增 函 数 ， 又 fC0 )= 0， 从 而 有 f(x)>f(0) 
= m 


I+; x—1 x>, 
亦 即 
| 1++%> ITA (z>>0), 证 毕 


二 ”函数 的 校 入 及 其 求法 
ERREKA H, <= 0 Bes 2 BM f(x ) 一 xs 一 3x2 十 5 
的 单调 增 、 减 区间 的 分 界 点 ， 在 x 二 0 点 的 邻 域 内 ， 当 x 从 x = 0 K 
HAMS SOS, Be aaa, Bit, 
对 3 产 0 BS 48380 B EE Ax x= 0 ABD, BESOA), F 
理 ， 存 在 x= 2 点 的 某 个 邻 域 ， 当 x 从 x= 2 点 的 左 侧 恋 到 右 侧 时 ， 
函数 F(x) 由 单调 减少 变 为 单调 增加 ，。 因 此 对 该 邻 域内 的 任何 点 x 
(xz 一 2 点 除外 ) ， 皆 有 jx)>>F 2 )，、 具 有 这 种 特性 的 点 ( 如 x 二 
0, x=2) 在 理论 上 和 实际 应 用 上 都 具有 重要 的 意义 ， 
“1 BX 设 函 数 /(x) 在 %。 点 的 荣 邻 域内 有 定义 ， 和 如 果 对 该 邻 
域内 的 任何 点 x(x 关 xe ) ， 篆 有 fx) 之 f(xo) CHIOS fan), 
划 f(xo) 称 为 函数 A(x) 的 极 大 信 ( 或 极 小 值 》， 而 x。 点 称 为 函数 
fx) 的 家 大 点 《或 极 小 点 ) ， 
} RA Ee SERS Ho BAL. 极 大 点 与 极 小 点 统称 为 极 值 点 . 
| 例如 第 市 的 例 2 H, Fled=xi—3x9 +5, f(0)=5 是 f(x) 
HRA, <Ë 0 是 极 大 点 ，f( 2 )= 1 f(x WB MB, x= 2 是 
BUN. mm. 
' 由 极 值 的 定义 可 知 ， 函数 的 极 值 是 局 部 性 的 概念 . 例如 ,了 (x,) 
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K f<) — TRE, RBIS Cx Sa HE Bj Bi SSC Dh 
以 比较 而 言 ， 就 函数 的 整个 定义 区 间 来 说 ，f(xo) 就 不 — E 2: Et K 
六 ， 极 小 值 也 有 类 似 的 情况 。 巷 至 会 出 现 函 数 在 某 点 的 极 小 值 大于 
另 一 点 处 的 极 大 第 的 情形 《图 4-7 》 。 WRK C pA 
通 数 在 一 个 区 间 上 的 最 大 《小 > 值 是 两 个 不 同 的 概念 . 


H 4-7 

2 极 值 的 必要 条 件 ”从 图 4-7 会 发 现 ， 在 函数 取 RAR 
多， 项 线 的 切线 是 水 平 的 ， 即 在 该 点 处 的 导数 等 于 零 . 

ERI DOA DEBE RI) ROR oe. AMS, HFA 
(x 2 RR ie Re, MEAT (x | )= 0. 

ER FORIS 2 f(x BR K 8. PRK, x, 
ARRP BEA AeA, P A OOK), 于 是 
#fex)—f(0 za )<0, BBR, 


当 x<xo 时 ， atte), 


4 > x oft -2 一 Exe) 一 0 . 


X= Xo 


0; 
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下 极限 ， 得 


f(x0)= lim 
rere = Ü 


fux)—f(x.) 
yok, = Ü ; 


fix)— fixe) =< 0. 


+ Y= - 
tilto lim x—x. 


tery +0 

有 从 而 有 f' (xo) 一 了 -(xo) 一 了 (xc) 一 站 . ur 1⁄ 

这 种 使 得 导数 (x) 二 0 的 点 称 为 函数 的 驻 点 。 定 理 3 说 明 : 
可 导 函数 的 极 值 点 一 定 是 函数 的 驻 点 。 但 是 驻 点 却 不 一 定 都 是 极 值 
RA. i UR 37 y = xš, y =3x3, iam 0 EAR H HE Pa, 可 是 
x= 0 并 不 是 函数 的 极 什 点。 这 就 给 我 们 提供 了 找 函 数 极 值 点 的 一 
BAK, Wook eR f(x BD SRN (x). BOS (x= 0 ， 求 出 方 
程 的 实 根 ， 找 到 驻 点 .最 后 还 需 槛 判定 驻 点 是 对 是 极 值 点 .如 果 是 
极 值 点 和 的 话 ， 还 霸 要 确定 极 值 点 处 的 函数 值 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ， 

此 外 ， 还 必须 注意 到 ， 对 于 连续 函数 来 说 ， 导 数 不 存 在 的 点 也 
可 能 是 了 沙 数 的 极 值 点 ， 例 如 ， 连 续 函 数 f 人 x)= [x|， 在 x 二 0 点 处 
AAS, ASCO )= 0 是 它 的 极 小 值 , 

综 上 所 述 ， 男 数 的 驻 点 及 导数 不 存在 的 点 都 可 能 是 岁数 的 极 信 
点 ， 这 样 的 点 是 极 值 存在 的 “嫌疑 点 ”， FESR S 仅 在 这 样 的 点 
上 ，。， 有 可 能 取得 被 值 ， 

现在 的 问题 ， 是 如 何 去 羯 断 函 数 极 值 嫌 疑点 是 未 是 极 信和 点 ? 也 
就 是 极 值 存 在 的 充分 条 件 . 
3 ， 极 值 存在 的 充分 条 件 

ERIC 极 值 存 在 的 第 一 充分 条 件 ) RHO x Wt 
Ae, |x— x, 1 <j ( ó> 0 > E 连续 ， 在 去 心 AB IK 0 < |x— xl 
<6 中 梧 导 . 
' (1) 如 果 在 Cx6 一 8，xo ) As f'(x)2>0; ME C xa, x + 
ó) A, f' (x)<0, BU f(x OREA O Atki; 

(2) WREE — 3, xA /f'(x)<0; MEC x, +d) 
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A, OOS, Wha BERICHT RUM, 

(3) 如 时 在 (x, 一 6，xu ) 及 (xo，xo 十 8 ) 中 ，f* (x) BH 
ERES f, Wi. KEM f(x 648. 

ER ”只 证 明 情 形 ( 1 )， 因 在 (x6 一 6,， cA, OSO, 
据 本 节 定 理 2 可 知 ，f(x) 在 Lxo 一 6，xo。】] 上 是 单调 增 遂 数 ， 故 对 任 
Rx € (x, — ó, Xo J, AFi F aa): fal 32 Fy 4 fC x FEC Ks 
Yo 十 的 上 是 单调 减 通 煞 ， HEER x C Cx, Xo +ó), ME fix) 
ETEN IX REA o ER f(x y — POK AAE. | 


类 似 地 可 以 证 明 情况 ( 2 ) 及 ( 3 >. ie He 
| 根据 定理 3 4, PLM THO PP, TRELAR COR 
极 值 应 按 以 下 步 又 进行 


(1) RGIA (x); 

(2) 求 出 所 有 极 值 嫌疑 点 处 的 x 值 ， 中 求 出 使 f(x)= 0 的 x 
ik teh (OPRAH: 

(3) 依次 对 每 个 极 值 嫌 疑点 xs 用 定理 4 的 条 忻 进 行 判 断 ， 确 
定 极 值 点 并 判定 极 值 点 处 的 函数 信和 是 极 大 值 还 是 极 小 慎 ; 

(4) 求 出 极 值 点 处 的 函数 从 ， 就 得 到 函数 所 x) 的 全 部 极 舍 ， 

例 5 求 函数 x) 二 2x: 一 3x? 一 12x 十 10 的 极 什 , 

解 ” 函数 fx) 在 其 定义 域 ( —co, oO AF. 

(1) fix)=6x:—6x—12=6(x+ 1 Xx— 2); 

(2) 令 6(x 十 1)(x 一 2 )=0, RK Ax =H —1, x,= 2; 

(3) Hf'(x)=6(x- 1 )Xx— 2 MEE... HR 
PEA (x HES. 

24 Ex = -— 1 BJ E 8 SRA RB, x+ 1<0, x— 3 <0 » 故 
f'(x)2> 0; . 

“4 Ex = — Lea RAR, x+ 1> 0 » 4-3 <0 9 H 
Pix)<0， 

根据 定理 4 可 以 判定 x, = 一 1 是 函数 (x%) 的 极 大 点 ， 类 似 可 以 判 
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图 4-8 

定理 5 ( (RARENRBLADPRH) RARI) Es RHE 
个 加 域内 连续 ， 在 xu 点 处 具有 二 阶 导 数 且 扬 (xo) = 0 J f” (x, == 
0, Hl 

C1) 47" (200m, f(x) BRR OMRKE: 

(2) f(x DOR, f(x ) BMA f (ORR JNE. 

证 明 RIEC). Affi. KO, AOMSRERN, 5 


I“ (x ,)= lim f'(x=)—f' (x5) = tim EL? <9 . 


ya 光一 区 0 . rere 


REAR BSRREA SESS, DEE RHR BRU (x), 
使 得 
tL co, x€ U(x,), X Xa. 

JAY AT HER, 29x<x Bf, x—x( < 0, DBAS’ (2d>0; xxo 
Bj, x—xo- 0, Daf (xy< 0. BA EB 4 C1), F 
a fix Exo RRR AE. 

类 似 好 可 以 证 明 情 形 人 2 y, iE He 

REFERS- EIRA, REBA OOE 其 St Kx hk 
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二 阶 导 数 存在 且 f*(x0o) 二 0， 就 可 以 断定 该 驻 点 一 定 是 极 值 点 . 
但 当 fJtxo) 二 0 时，f(xo) 可 能 是 函数 J(x) 的 极 A, 也 可 能 不 是 
BRR. win, fiad=x*, f'(OI=0, f(OI= 0, HA 
f00)=0 RRB By B. Ma, glsd—x*, 2'(0)=0, 
2'(0)=0, Hg OI 0 就 不 是 阔 数 gtx) 的 极 值 . 因此 当 oe 
1(x) 在 其 驻 点 处 二 阶 导数 等 于 惟 时 ， 就 用 第 一 充分 条 件 进 行 判断 . 

AAT 求 函数 f(x)=x: 一 3x 的 极 值 ， 

E 函数 六 xz)? 的 定义 域 为 ( 一 ce， 十 ce ) ， 求 导数 

f'(z)=3x3— 3 =3(x+ 1 Xx—1 5, 

& 3t lX x— 1)=0, 
求 得 驻 点 xi 一 一 l, x= 1, 

FER — Br s 35: 

f" (w<)=6sx., 

Bsc 1)=-— 6<0, he = —-1 是 极 大 点 ，f( 一 1)=2 
BRAKE: 因 f*(1)= 620, ktx,= 1 是 极 小 点 ，f( 1 ) 一 一 2 
ERME. 

例 8 RAAF) = sinx--cosxBJ38 8. 

解 ” 函 数 f(x) 的 定义 域 为 (一 ,十 ) ， 求 导数 

f'(xmx)=cosx—sinx, f”(x)= -—sinx—ecosx, 
注意 到 x 二 二 HT (n= 0, 1, 2.°° ) 不 是 驻 点 ， 当 然 不 可 能 是 极 
EA. LA OZH AAMAR, MERRER AO, 
2 x) 内 函数 的 极 值 虚 训 可 以 了 . 
& F (4) =cosx—sinx=0, 0 <x<Con 


RENTEA =E Rx, = SE, 


By e (—-)= — sin ~~ cos r =m 2<0, Kx 


4 
二 一 一 是 极 大 点 ,了 7 ) 二 v2 RRA: 
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Ba pri 一 一 si a — cos A = 22>0, a= 


一 一 是 极 小 点 ， ae >》 =— 2 BME. 
IBABE = sinx 二 cos% 以 24 为 周期 ， MUT t 2an) 


(n= 0, 1，2，…) 都 是 极 大 点 ， (55 tonn) (n= 0, l, | 
2, ` ) PERNA. 


§ 4 Baek. ME 


gh RCIA) LES RAE PÍ 1, PS ERR, 5) 上 
. 连续 ， 那 么 在 该 区 间 上 函数 一 定 可 以 取得 最 大 值 和 最 小 从， 这 只 是 
一 个 存在 性 定理 ， 并 没有 提供 求 虹 大 信 、 最 小 值 的 方法 , 

HEBREERS Ele, b) LEER, DS, Mla, OA 
LABBTSRTEENAMESAARBTER. ELEMEZ 
下 ， 下 面 介 绍 求 函数 最 大 值 、 最 小 值 的 方法 . 

如 果 甬 数 的 最 大 信 《或 最 小 值 ) 在 区 间 内 部 的 某 点 处 取得 ， 据 
RM MAR, PRA ( 或 最 小 值 ) 一 定 也 是 函数 的 极 大 人 慌 
(m). HRBET, KAREA- EERE MERGN 
ANTE TERS K. BERRIARI RA Ch ) 值 也 可 能 在 区 间 的 端 
RAR. Ab, RRR OMAR Ble, b) EBE X (J i, 
只 需求 出 f(x) 在 区间 Ca，5) 内 的 驻 点 和 导数 不 存 在 的 点 x1，*2， 
°, x. 然后 比较 函数 值 

Fla), fixi), f(x;), s flix), FfCD) 
Wa), APRA CAR), RERR/COOE lab) ENBKOD) 
fel. 

例 1 RBA OC x)=xt—2x2°2+ CER 2, 2) ERK 
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值 和 最 小 值 

E ORR 0 de? — 4x=á4x(x2— 1). 

4 4xtx? 一 1) 二 0， 求 得 驻 点 x 二 一 1，%: 二 0， xÍ =1, 
计算 出 下 列 函 数值 ， 

f(— 2)=f(2)=14, f(0)= 6, f(—1)=f(1)= 5. 
比较 这 些 函 数 植 的 大 小 ， 可 知 f(x) 在 [一 2， 2) EM BAIA 
A 一 2) fC 2 一 14， 景 小 值 f{( 一 1)=f(1)= 5. 

例 2 Wo=<x<1l, o> 1， 试 证 明 不 等 式 

siti ee HiL 
R. | 
证 明 引进 力 数 ix) 二 x "十 (1 一 x)*，x€E[0，1), 
求 导 数 。 f(x)=ax" -1 一 a( 1 a), 


全 x)""!=0,， RAGE x=. 并 算出 下 
Fl pe ee ; 
1 
fo=1, f(a) ar, tQ =1. 
Me RA), MAOO, 1) Eñ E IS 29/00 ) 
=/(1)= 1, 最 小 值 为 F( 一 >- ) 一 zya 所 以 


sr l gripi. 


特别 要 指出 的 是 ， 如 果 连 续 国 数 在 一 个 区 则 (《 有 限 或 无 限 ， 开 
RW) APE BU a C PBP A RAMS), BHR 
f(x) RAK 《小 ) ë BF, fxo) 也 是 天 2) 在 该 区 间 的 最 大 《小 ) 
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BI 4-9 
fi ( 图 4-9 ) . BARR Ex.) St A 85 R eA Hk. E 
7. | 
例 3 mE (其 中 oa 为 正常 数 》， 要 制作 一 个 断面 为 
PEM AEKH, MARAIS RKR, KARR Pk K? 


图 4-10 


解 KERAHE EHE ER, SKAHRRABR REM, 
横 裁 面 面 积 愈 大 ， 流 县 您 大 。 求 水 模 的 流量 电大 ， 亦 即 求 水 模 截 面 
EREK. 

EKRRRHBAAS, ARBRE, BRRWAKA, 
容易 计算 出 面积 为 


S = (a+a(1+2cos0)) * asin? 
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=atsind(tecost) (0<6 <$) 


求 导 数 
S= a (cos0(14-cos0)—sin20) 
=@?(2cos?#@+cosf—1). 
令 a*(2cos?@+cosP—1)=9, 
求 得 cos0=—, cosf=—1, 


注意 到 0 <9< 一 ， 只 取 cosbg 一 本 ， 求 出 驻 点 4 一 -全 -， 而 cosl 
一 一 1 应 会 去 ， 


2 

-$5 = —atsia0(4cos0+1), 
dad =_ 335 3 

TE iat 5 aqi., 


Hk S =o? sind ( 1 +cos0 >, (0 <0< ) 有 唯一 的 极 值 


点 9 =Z, BARK 点 .S| ,一 六 a? 必 为 最 大 值 ， 所 以 当 


9 二 一 一 时 ， 水 权 的 流量 最 大 . 


Wa 要 建造 一 个 容积 为 六 (正常 数 ) 的 加 柱 形 密 闭 容器 ， 阿 
应 怎样 选择 圆柱 形容 器 的 半径 只 和 高 六 ， 才 能 使 所 用 的 原材料 最 
管 ? - 
| 解 ” 据 题 设 ， 要 使 建造 圆柱 形容 器 所 用 的 原材料 最 省 ， 就 是 指 
图 柱 形 的 表面 积 最 小 。 
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投 网 柱 形 的 表面 积 为 $、 由 于 容器 是 密闭 的 ， 故 
S=2rRh+2nR?, 
BAV, R, AWRR. VHRR hb, HEB 


—_. V 
h=— a 
代入 表面 积 S 的 表达 式 中 ， 得 


2V 
S=- 5 HZR, 0<R<+ =). 


求 导数 = zr +4nR, 
4 
; _ af V 
求 得 驻 点 R= 
再 求 二 阶 导数 
ds dV 


dR? RY Tim 


图 4-11 


das 
dk? 


—=12m>0, 
Ro /a 


WEBSRN AER S = 2 P 2 p: qE CO, t) 内 有 只 


一 的 极 值 ， 且 为 极 小 值 ， 故 当 情 一 过-， = JAV, gmt 


原材料 最 省 ， 
AS 设 有 一 个 由 电源 的 电动 势 为 已 ， 内 电阻 为 + 及 外 电阻 为 尺 
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的 闭合 电路 ( 图 4-12 ) ， 问 外 电阻 RR 多 大 时 ,才能 使 输出 功率 最 
Ke 
和 解 ” 由 电学 知识 可 知 ， 电 源 的 输出 功率 为 ， 
P= P(R)= I° R. 
其 中 ， 了 是 回路 中 的 电流 ， 故 


__E 
I Y+ “ 


把 了 代入 功率 已 的 表达 式 ， 得 


PR) =- Epy (R>0). 


求 导 数 


t __ Ez2(y— R) 
POS GER mo 
SPCR = 0, RIIE AR=r. 
MRO, PCR > OO; R> rB, P'(R)< 0, 所 以 六 一 > 


是 PCR) 的 极 大 点 ，P(r) =E REKE. 因为 函数 已 (PR) 在 区 间 
(0, Te ARENA, BARK, Pr Pk A IB OS 
PORE < 0, +> ) AM k KN. TEM R= ri, 38 出 rus P 5 
x. 


S5 dae ey Ne EE 545 s 


SE Y RAR SR, WT ak 变化 的 大 致 情 
说. 例如， 在 图 4-13 中 ， 动 点 从 .4 点 运动 到 百 点 ， 粗 路 地 说 可 以 沿 
着 三 条 上 升 的 曲线 。 FO, ACB Er LA 曲 8, ADBER 
MM tA A; ABBEY AR LAWHR, OM 是 上 升 的 曲线 ， 
ECMMHSHE. (MBSR, MENR “ee +B. 
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图 4-13 


ALIS WE SH, ZEA4-14( 1 RRMA LER 

BRAC Kis F(a.) >, B(xs, fle), MKRERWANIKAB 位 于 

tH EA ARTY. WERL 2 OA BRE Le E 

SA. RMR, Bo Aa. 下面 给 出 出 线 
- Uy RE BY E Z. 


y x +x, y 
Aar k, PERET CANE 
A < 
| 
— a Pazi 
| ' i iri 2 ) 
FEM 1 ae fe 1 
] | i 


1 


图 4-14 


定义 ” 设 函 数 Fx) 在 区 间 (o，5) 内 连续 ， 如 果 对 (cy b) 
EBBA, Xx 恒 有 
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# CE.) —# CE, )>0, : 


H ( 3 }) 式 得 到 

f(x )+Í(x;,)—2f(x 20, i 
或 - 

(x +G DECYo 
Rp 


Hate) > r (Zach ). 


Tee PRS MB ey = f(x) FE (a, b) E BM 
x. 

类 其 地 可 以 证 明 情 形 (2 ). iit HA 

WEBER AUR, TRB ECG, OAS’ (x) 
20, HEC, OKEEMFREMPREAS, WF (deta, OB 
是 单调 增 的 .由 导数 的 几何 意义 可 知 ， 连 续 曲 线 y= 了 A(x) 的 切线 的 
ARAB ATTA, RoR. 因此， 对 于 具 AE 续 的 一 阶 
FAF COR Bae y= f(x) HU, MER HH Ry = f(x) Bj Bm 
PORAAMH, WHAM y—= f(x) D 2 DU We, wm Rew 
Ha v=/ ORES (BREN, WHAM = f(x) 必 为 四 
m. i 

例 1 SB Hy A E, 

W BA 

yf =r, y"=12x2 

所 以 函数 ?一 Xi 在 其 定义 域 { 一 c， 十 ce ) 内 ， Bay’ So, GR 
在 一 点 x 二 0 点 处 (0 )= 0. REMI, BR ZR y= xt Ze 
例 2 HR y = BYE py Ë, | 
R WA 
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° y Eart, yx 
Maxon y O, ARAR yS E ( —°°, 0 ) ARAM, 
Ha> 0 B), y>, RRR Heya (0, te ) AA, 
LAP ROCCO, 0 ) 是 曲线 强 y 二 % 538229 M 2 
界 点 ， 通 常 称 为 曲线 的 拐点 . ` 
EM ERARI =f Ok UMSAMHSRA, RAAM 
线 的 拐点 . 
BeBe ICA, Bs Code 0 RF OS, B EAF 
KAPRET, RBRASBAM Af OMAR, WH 
RRERARAEAMS MOR, POR (Oe ALG 
NES, TA ( Mos f(x) ) — TEAM. 由 此 wy Wà 函数 有 曲线 
yy 三 x) 的 拐点 的 横 些 标 xo。， 只 可 能 是 使 1*(x) 二 0 的 点 或 者 是 
了 (x) 不 存在 的 点 、 于 是 可 以 按 下 列 步 又 求 曲 线 y= x) 的 A, 

C1) XF ORJ" x); 

(2) 令 f"(x) 一 9， 求 出 该 方程 在 (a，6) 内 的 实 根 及 使 二 阶 
导数 不 存在 的 点 ; 

(3) 对 于 2 ) 求 出 的 每 一 点 xo， BES (DE AAA 858 
MATS n OEA, APTS A NAC x. 
fa DBBA. AAWO SRR, ux. f(x) TEPA. 


BJ 4-15 
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例 3 DH S y=sinn hl eA. 

E ”因为 ?一 sinx 是 以 2 为 周期 的 函数 ， 所 以 可 先 研 究 在 区 间 
[0 ，2r] 上 曲线 的 凹凸 性 . 

y s=cosx, y= —sinx, 0 <x<2m， 

Sy =D, 解 得 < 二 EKC O, 1DAY <0, H0, m) 
29 B 2k I ZE y =sinxÉ GRA; LER ( z, 22> Hw >O, KH 
Ca, 2n) 为 函数 曲线 y 一 sitx 的 止 区 间 。 所 以 ， 点 (Y，， 0 ) BR 
数 其 线 y 二 sinx 在 区 间 ( 0 ，27 ) 内 的 一 个 拐点 ， 又 Ay=sinxt 
HERAK, ÆRA, 3 中 的 图 形 与 在 (0 ,ri 中 
的 图 形 一 样 ， 央 此 ， 上 所 (2Tr，0 也 是 曲线 yy 一 sinxz HBA: Ae 
点 (0，0 ) 也 是 曲线 的 拐点 。 于 是 ， 所 有 这 些 虑 (二 gr，0 ) 
(A= 0, 1, 2, +) 都 是 曲线 y= 二 sinx 的 拐点 . 

例 4” 研 究 曲 线 y= 2 十 (x 一 4 ) 专 的 耳 囊 性 和 拐点 . 

Ë Mey 2 十 (x 一 4 ) 训 的 定义 域 为 (一 oo, +o), R 
导数 


] 一 > + 
yea (x— 4) , y=) . 


“z= 4BF, BRNO Sb3k FdeiE. "qx<4MB372>0, Wo, 
4 ) E h£Ry= 2 +(x— 47° HORA, Meat, >" < 0, kK 
《4， 十 co ) 是 曲线 y= 2 + (x — O DER. 点 ( 4， 2 ) 是 
曲线 椎 一 的 拐点 ( 图 4-16)， 

此 和 外， 由 于 曲线 y= 了 (x) 的 拐点 的 横 坐 标 是 二 阶 导数 由 正 变 负 
RA SEEM RDFA, BR Se ORE 极 值 的 
PA. Bit, RAR ONAN RE, SKAH 当 TORS OW 
BUR. 2, RATERS ER y= ORAM BEM, 

RRA y= f(x) 在 x。 点 的 邻 域内 具有 三 阶 导数 ， 且 六 (x6)= 
0, Ws’ (xo dO , WW C xos f(xo)) 是 曲线 y 二 了 C(x) 的 拐点 ， 

FS 求 曲 线 y= 二 3x+ 一 4x* 十 1 BA. 
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图 4-16 
E Hf y=3zt— dx t 1 HEMRACKH OHO, FO), oh BE 
数 的 导数 ， 


y'=12(x*—x2), y'=12(3x2—2x), 
y"=24(3x—1), 


Ay = 0, Wix i= 0, x: =. 由 于 
x =—24= 0, >' =24=0. 
a: 


所 以 点 ( 0 1 > RAC, AL ) 都 是 曲线 y 一 3x4 一 4xs 十 1 
HHA. 


§6 ÆHEALIR TAR EE 


PABRMAY, MWERA EARE y. ATARE 
数 ， 用 这 种 方法 就 很 难 迅速 、 淮 确 地 作出 它 的 图 形 ， 为 了 能 够 比较 
迅速 和 准确 地 作出 函数 的 图 形 ， 可 以 借助 于 函数 的 一 阶 导 数 ， 现 定 
函数 图 形 的 升 尹 区 间 和 极 值 ， 借 一 于 函数 的 二 阶 导 效 ， 确 定 函数 图 
形 的 隔 凸 区 间 和 拐点 ， 使 得 在 有 限 范围 之 内 容易 作出 函数 的 图 形 , 
Bx 一 co 或 了 一 ce 时 ， 画 数 的 图 形 伸 向 无 穷 远 处 ， 在 某 些 情况 下 ， 


« 209» 


BAHAY Wiser “AER” KRH, 
一 ”曲线 的 浙 近 线 | . 
EX AAC LNIBAAMBS HRARRAARRAM, u` 

果 动 点 叶 与 某 直 线 工 的 距离 趋向 于 零 ， 则 称 直 线 工 为 曲线 CC 的 新 近 

线 ( 见 图 4-17 ) 。 


图 4-17 


下 面 来 讨论 一 般 曲 线 y 二 了 x) 在 什么 条 件 下 有 渐 近 线 ， 如 何 求 
出 渐 近 线 的 方程 4 | 

HRC: Y= f(s), BRL: Yokath, HLEA a+ 
= HC Esp y MW eb LAR 2 M N|, HPNS ARM 
问 直 线 工 作答 线 的 垂 足 ( 4-17). 

MRBALARAC HADES BREESE RHEL 

lim [MNi = 0 ñ Cli) 

谈 对 于 动感 有 (x ,tx))， WRES AMARE 点 为 

P(x,kx 十 6)， 那 么 | 
IPM] = |f(x)— (x+ b)|], 


Bax 2, Boost 0 ， 由 直角 三 角形 MNP 中 ， 可 得 
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t 


lcosal 
其 中 ，cosa 为 非 零 常数 。 从 而 可 知 ，lim [MNI = 0 等 价 于 lim 
IPMI=0o, E lim(fex)— kx—b)= 0 RY. IX Bt HBA = 存在 
BRR, b i SE ALI, Ty Aye y= f(x F IEWGOESS y= kath. 
ARIA RIA Be h mb, WEB 
lim [(fx)—kx—b)= 6 (2) 


jim xf 2 — 4 -P |Slim fx) —~kx-8) = 0, 


. f(x) by 
lin} z TP -2j 0. 
于 是 


求 出 & 值 之 后 ， 代入 limt f(x)— kx 一 上 5 二 0 中， 可 以 求 出 5， 
= jim (f(x)— kx), (4) 


XM, MY Kee tb MAR y= f(x MER Ck + 
0), We, FH (3), (49K: 反之 ， 由 ( 3 )、( 4 ) RHE 
Nk. b HREOC OAR, A. ARS = ket b AHR y = f(x) 
ROPER. RAH 0, WORKS OE =b, KAKA. 

根据 图 4-17， 讨 论 了 2 一 十 ce 时 曲线 的 渐 近 线 问 题 . 对 x 一 
一 50 时 应 作 类 似 的 讨论 ， 有 时 也 可 能 得 到 另 一 条 浙 近 线 ， 

党 让， 也 应 注意 到 ， # lim f(s )= oF ( 或 lim f(x) = °°, R 
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lim f(x)= °° y, Miksa H Sh = HEARERS. 
fil RARI =/=- ER, 


1+ 
E AA 
i xš = — xš = + co 
im. pga in peyote. 
所 以 < 一 一 1 是 曲线 的 垂直 渐 近 线 ， 
又 出 极限 
， fix) _.. x? “<li x __ 
bmx mt Met 
É | 
Kik =1, b=—1, WD =x — 1 SHARE. 


= KAAKA bh 
RANGES Bñ su p 32 ADARA A. BAS 
RRARMHWNCHAKBRHRSEARHEK, RADHA 
(1) RRA MR, LA. SRE. AES: 
(2) 求 函 数 的 一 阶 导数 及 二 阶 导 数 ; 
(3) 确定 国 数 的 增 减 区 疗 和 极 值 ; 
(4) FERRAPHM AKAMA: 
(5) 求 出 函数 图 形 的 渐 近 线 ， 
(6) 列 出 表格 ， 好 后 描绘 图 形 , | 
A2 WARRI =s 一 3x3 士 1 的 图 形 . 
解 (1) 函数 的 定义 域 为 ( 一 ce， 十 ce ])。， 
(2) 国 表 的 一 阶 及 二 阶 导 数 为 
«212+ 


=3x2—6x=3x(x—2), y'”=6(x—1). 
(3) $y = 0, RBH Re i= 0, x2 2, 
Sy7= 0， 求 得 x 二 1. 
Ey = 0 的 根 x 二 0 和 2，y”= 0 的 根 x= 1， 由 小 到 大 排列 ， 
EREE, to ) 划分 成 下 列 四 个 部 分 区 间 : 
(—00,0), €0, 1), (1, 2), (2, +), 
(4) #(—°, OP, vO, ve CO, KELLS 0) E 
BSeMABE LAMA, 
ECO, 1 ) 内 ，y <0, y <0, MELO, 1) LHRH 
oF Re h UK; 
EC 1, 20K, y'<0, p> 0, MALI, ，2) 上 函数 的 图 形 
J T PERE ; 
#(2, HA, y 0, n> 0, REC 2, +E Ki 
Ay Fe F tB paq. 
极 大 值 f(0) 二 1， 极 小 什 1(2) 二 一 3， 揭 点 (1, 一 1)。 
(5) MARETE, 
(6) 列表 并 描绘 函数 图 形 ( 图 4-18 >. 


x | æo | Ü Ë? 5 | 1 a 2> | 2 | 


例 3 meme y= my, 


W (1) BAe MIRA C—O, 05 UC 0, +e), 
| - 213° 


《2) Mea Ay Fe 
2 (xš-F2) Wy 
re = 
(3) 令 y 二 0, 求 得 驻 点 x 二 一 六 3%。 把 消 数 的 定义 域 划 分 
为 三 个 部 分 区 闻 ， 
. (co, —~¥ 2}, (— 82, 0), (0, +ee), 
(4) ÆC, —-¥2)Ax’ LO, y> 0, WEC, 
—¥ 2) BRACE TMM, 
#(—3⁄2, 0 ) 720, > 0, WkfE(— 2, ODE 
Bae Ay Pe EFT PIR. ° 
在 《 0, 士 se +73 y <0; y'>0, RECO, t) Ay 
# B IG T REY TM 


RUMEN — YD = y>. 


C5) 求 函数 图 形 的 浙 近 线 
> 214 ° 


图 4-19 


FC ae(x— xo xx AK lx — x 高 阶 的 无 穷 小 ， 上 式 又 可 改 
BA . 
fix f(x, +f (x,)X(%—x )+a aeaa 
ERA, 4 |x 一 xj 很 小 时 ， 可 以 用 x 一 x, 的 一 次 多 项 式 f(x.) 
+f' (xo xm xo KAUR BRI, BD 
O ADS FF! (xo Ma axo). 

但 这 种 近似 表达 式 还 存在 不 足 之 处 ， 一 是 精确 度 不 高 ， 册 这 种 
近似 表达 所 产生 的 误差 仅仅 是 关于 《x 一 x。) 的 高 阶 无 穷 小 二 是 
用 它 来 作 近似 计算 时 ， 不 能 作 误 差 佑 计 。 如 果 在 做 近似 计算 要 求 精 
确 度 更 高 而 又 需要 估计 误差 时 ， 很 自然 地 会 想到 用 (x 一 xo) 的 n 
Cn>1) KB AAEM Bk OB f(x), 同时 希望 能 给 出 一 个 简 
硬 的 误差 估计 公式 ， | | 

BER tf dine AOR R SE = nn 十 1 阶 导数 ,问题 
是 要 找到 一 个 关于 (x 一 xo) 的 #4 C8#> 1) 次 多项式 P,(x) 近 似 E 
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TKR f(x), EB 
fx) P (XD, 
HRH x x j, Jf(x)— 一 P(x) 是 比 (x 一 xo)" 高 阶 的 无 穷 外 ， 并 且 
具体 给 出 它 草 误差 11(Cx) 一 区 xi 的 表达 和 式 ， 
先 考 碰 一 种 特殊 情形 , 设 1(x) 本 身 就 是 (x 一 xo) 的 一 个 n(n 之 1) 
KAM we, BD 
f#(x)=a ta (x— x tar x—x ta xo)". 
METI SRA WHR Ska i=0,1,2,- Mf Ae E. 为 
此 ， 在 等 式 两 边 求 各 阶 导 数 ， 得 
f(x) =a; F2asls— xe) t 3a aaa) + tna,(*e—x,)"7', 
f'(x)=2a, 3 + Da,(x—x, )T-Tn(n—l)a,(x—x "72, 
fx) na 


在 上 而 的 各 等 式 中 ， 令 x 一 x，， 便 得 | 


Go 一 所 和 0 a= (x: aÍ = = METRI “tty 


ae f(x, ). 
ti 
那么 ， 


f“ (x,) 
Fl x)= fata FE (xi Xx—x IFA (am x)? 
pE eeel (= x9) te +P (12, ”, (1) 


上 式 表 明 这 样 的 事实 ; 若 /(x) = > aaa Af ais 
可 以 唯一 地 表示 为 ON 


oS E san LPC) eya), 
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HP, Bor RBS? Cee d= fl xo). 

再 考虑 一 般 的 情形 . 设 灰 x) 是 一 般 函 数 ( 非 多 项 式 画 数 ) , E 
在 xu 的 某 个 邻 玻 内 具有 直至 (+ 十 工 ) 阶 导数 ， 仿 照 ( 1 ) 式 建立 一 个 
基于 (x 一 xo) 的 4 次 名 项 式 P.( x): 


- ¥ 
PDs Kx) FE (te x x t+ Cas) 


(x—x, P E 


wr | ., 
+Ñ EE) (gm zg to t+ Ee xr), C2) 


BA f(x) SESE SR, SK Cx)= P.(x). BC 2 ) 式 可 知 

Pix )=f(x |), Pal Cx )=F (x0), Pi Cx, =F" Cx), 

PEPPE > P,* (x, =f" (Xo). 
因此 ， 我 们 期 望 P。(x) 就 是 要 找 的 函数 六 xz) 的 % 次 近似 多 项 式 ， 下 
而 证 明 这 一 事实 ， 

SH ( 635 HAEE ) BRS wr BP 
AEE nti )B SR, WSs EER, BRS) D. 
BARA 

fo fz) +f Co ama dt LEO (yay)? 


# 
+ F sie) (x— x, )Š +... 


| Peg =x) + R,(x), 


其 中 


D ol. 5 a , e... 1 
RED, Q O aay 


这 里 ，5 是 介 于 x6o 与 x 之 问 的 一 个 实数 。 
证 明 为 了 方便 起 见 ， W 


` 21 8 *. 


_ | . zb 
BKE a DEN (ee em a) FEL Ca a 


+. fp Fle) (yg >, 
n! 


R,(z)= f(x)—P.,(x), q(zw)=(x—x th 


BEB] p. =L EE E cy, RREN 
Ë (ntl): ° > ` 


Rie) 于 (£) 
TAX ED: (42 4,4xZ BD, 


Hi R.(x)= f(x)— P, z)5 E FEB 3 tF, Be 
Rx I= Ri(x )= Rel eo = = RO (x )= 0, 
Ka(xy=(x—x >'t1, A | 
gis d&g (x | )= g (x= ETE 0. 
两 个 阔 数 (x) 与 g(x) 在 以 xo 及 x 为 端点 的 区 间 上 满足 柯 西 中 (8 xE 
理 条 件 ， 应 用 柯 西 中 值 定理 得 | 


R(X = Ral xd—Rial xy? wy Rea’ (61) 
gta) q(x)—glxo) g (Š) 


{ Ë Jr F xÚ Bez ). 
MATER. OS (OHM BRE. 2238251 P LEW 
HÄER, 

R C41) _ R CE, — RB (xg) — Re’ (Er) 

GE) ff CE (GO (Ex 4 

( Š Jr Fx Si Zi). | 
这 样 连续 关 十 1 次 应 用 柯 西 中 值 定理 ， 就 得 到 


R(x) _ Rt? (E) 
g(x) g UE)? 


其 中 ， mt xz E <š, <. C Š Xo 
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RBH xb bale EE sa. 
注意 到 Rx) = (x) 一 Pda), RTO x= f" *1( x )— 
PY ah APS POD=0, WRONOS YEO; q (x) = 
(z—x( +1 gitl ealt LD att Ent Dd TE 


RAK) ReO L FVE) 
g(x) g**t'¢é) (ntl)? 


这 就 证 明了 


R,(s)= 


Fence ait (Dp as 
GED ee GET OO 


定理 中 关于 (x 一 ?0) 的 次 多 项 式 P,(x%) 称 为 函数 人 x) 在 x。 点 
展开 的 阶 各 劳 多 项 式 、 二 f+"(xo) 称 为 & MABRK. R.C 称 
为 4 阶 余 项 . 而 等 式 


(a= Hate AP (tg a ty tAE Cang) 
ef L Cio) ze) (x= x" FRx) +. 


PARKI OEL ARAM *“MSSRAR, Re FAR. 如果 
JE R,.(x)3 R 为 


wf" _ nea 
KR.(x) nF C xg) **, 


《< 在 xn 与 x 之 间 )， 
识 称 为 拉 格 朗 日 形式 的 余 项 ， 有 时 也 写成 


f*t*U(x + dAx) a4 . 
(ati): lamao) tg 
其 中 Ax 二 % 一 xo， 0=80<1, 
BR, 2 n 关 0 时 ， 台 劳 公式 就 号 成 
| FDS f(x dt fh Ea xed (Š fx. 5 x Zi)» 


R,(x)= 


R206 


这 就 是 拉 格 明日 中 东 公 式 ， 
Bat 1 阶 导数 及 Rx) 二 了 1x) 一 P(x) 可 知 RR,(x) 也 具有 Bat 
1 阶 导 数 。 且 
RKB! (x  )= R” CX) = R ede 0, | 
而 RWX%) 在 x6o RSE, API, (9 


RCx) .RCx) 


lim = lim —  — a m 
rr, (Cx x} Pp H(X— X) l 


“pez, — 


由 此 椎 知 ， 当 x 一 Xo 时 ，R、(x) 是 关于 (x 一 xo)" 的 高 阶 无 穷人 四 
如 果 对 于 基 个 国定 的 ， 泪 关 在 xc 的 某 个 邻 坡 内 变动 时 ， 
Lf** MCM>> 0), WAHA: 


_ = _ MM _ +1 
Fiex) P.Cx)] IRC | <— +I: [e= xlt, 


在 台 劳 公式 中 ， 若 取 x, 二 0 ， 则 余 项 中 的 f 介 于 与 * 2 WN, 
那么 人 台 劳 公式 就 变 成 ， 


y „*# 
(x= FCO) +f! cont LO grat LAD a 


+Ë "CD e+, 3ErBEZE 0 55522 Bl Š (7.2): 
taki”? + (72. 


ARI. 2) 8230832 f OWE RAH < Maclaurin ) EFA. 
Wt 求 1(x)==e' 的 4# 阶 马克 劳 林 展开 式 . 
E ”因为 (xz) 一 6* 的 各 院 导数 为 | 
D= F Cd =P Cede (A) = 0", 
所 以 
天 0) 一 六 (90) 一 大 (0) 一 … 一 (0) 一 1， 
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f"tl(£)= et, Ex OCOLI, ' 
把 这 些 什 代入 (7。 DA, B 


e reltat— te +2 a 十 一 2 ei, (0<P<1), 


i 
和 如果 用 等 右边 的 +# 次 多 项 二 近似 表 这 。。 z BB E 


* 


而 所 产生 的 误差 为 


[xf **', = CO<TO<TL), 


_ pitt 
IR. >t SGD 


e 
lnti 
ARS x 二 1 时 ， 得 
esiti +-+ tL, | 
?1 n! . 
ht, RBA 
RIS 


Cn Drs <r’ 
Benes, 取 取 展开 式 的 前 八 项 来 计算 的 近似 值 ， 妈 


iwitti +... l 2.7188, 
2 7! 
而 产生 的 误差 为 


3 - 
[Ral =— =3, <10 + 


TED 


N2 求 函 数 /(x) 一 sinx 的 + 阶 马 克 劳 林 展开 式 , 
解 因为 有 x) 二 sinx 的 各 阶 导数 为 


f(x)=sinx, f° (x)=cosx=sin( x +5), 
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He x)= -sinx=sin( `x +22), suey 
f" (x)=sin( x +4 . 


所 以 | 
fC0)= 0, F= F000)=0, O=, 
fari (0)=(—1)"", f° (OHO, -— 

那么 六 wx) 一 sinx 的 三 一 2m 罚 马克 劳 林 展开 式 为 


in x= -2 x° _... —135m-1 tot 
sipx= x — = + T +(—1) m1 +R: x), 
(3) 
其 中 余 项 尺 ; w(x) 为 
sin| ex 二 -cm sees 
RiaQ0™ Omri 


= (—1)"” cos)x gist 


(2m-+1)⁄14 ; 
(0< 17， 
. 如 时 用 近似 表达 式 
+ ay Se _— x x° _... ayer 347 
sinx x 31 + T +¢—1)* Gao? 
则 有 误差 情 计 式 


o R i= ) =. — 1)" costx amti. gj anti ， 
| mF mF 


Em = 2 ， 即 取 展 开 式 的 前 两 项 作为 sinx 的 近似 公式 ， 


š 
sinx= 一 一 


RTI 
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mM, W 33 

Ix | Š 

S 

83 #fiUsinxú GRAREARU sino MAEM, ER 
EREL, 

R HF 


lata} = 


°= $. = 


那么 


IRs! Gn" C0,2)2"* 
Smt I ambi 


ie [Real <lo7‘, RA 


(0.297742 _ _, 
amt 1075, 


从 而 可 知 ， 只 须 取 坟 二 2RiTT. 于 是 


mx 


g 
fm _ = 
z (=) #0, 174533—0,000886= 0, 173647. 


sing, © 
S8 h 3 


— Meas 

#LE Rr 2 ik, RTI 22 RE: E]ES OE ARDRE, 
即 弧 长 的 社 念 和 计算 ， 将 在 积分 学 中 讨论 ， 本 草 先 介绍 弧 微 分 的 概 
念 ， 作 为 推导 曲率 公式 的 预备 知识 。 | 

定义 RRR D FERRARA — 阶 导数 
fits), WEHR y= f(x) — 69% ÉH 22, 
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(ae yi (Az) 
开平 方 ， 得 
Ab (un a AN ) [a +(42) J 


BWWAx— 0 时 ， M'— M, nA 


aM! T — 
yim IMM’ | 1 及 lim 42 Ax y * 
从 而 有 
AS ~ í 
lim x ty’ ity a 


LAAs (OLRM ER, DA E= fim 多 > 0, MURS 
前 应 取 正 号 ， 寺 是 得 到 


ds _ 7 
dx TY at 
或 | 
ds 一 v 1 Fy" dx, (8.1) 
这 就 是 要 求 的 弧 微分 的 公式 . f 
有 时 把 (8,1) 式 写成 对 称 的 形式 
Cds)*=(dx)’+(dy)?. (8.2) 
WRARAUSRAB, =P) Yao Oe, WA 
ds=V/P FG) TH Ede, ` (8.3) 


从 (8,2) 趟 可 以 看 出 ， 孤 微分 ds 的 几何 意义 表示 切 线段 MT 的 
KE, 车 记 切线 M 了 的 俩 斜 角 为 c， 那 来 在 以 dx、dy 和 ds 为 边 长 的 
直角 三 角形 M NT 中 《图 4-20)7， 有 
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d 


“Fe = cose, LY m sina, 

= He 

在 工程 实际 中 ， 常 常 要 考 虚 曲线 的 弯曲 程度 。 例如， 在 设计 铁 
路 或 公路 的 弯 道 时 ， 就 必须 考虑 弯 道 部 分 的 弯曲 程度 。 如 果 弯 曲 太 
房 害 ， 火 车 误 汽 车 在 高 速 行驶 中 转 论 时 ， 产 生 很 大 的 离心 力 、 就 可 
、 能 造成 翻车 事故 ， 又 如 在 机 械 工程 或 圭 水 工程 中 的 各 种 辅 或 梁 ， 由 
于 荷载 的 作用 会 产生 讲 曲 变形 ， 设 计时 就 必须 考 妃 把 这 种 弯曲 程度 
控制 在 允许 的 限度 肉 ， 这 就 要 求 能 定 基 地 研究 曲线 的 弯曲 程度 ， 侧 
曲率 就 是 描述 弯曲 程度 的 一 个 量 ， 

1 曲率 概念 

曲线 的 弯曲 程度 的 含义 是 什么 ? RS LER RR AHS 
曲 程度 呢 ? 


图 4-21 


图 4-21 中 ， 在 直线 上 各 点 处 作 切 线 即 是 它 本 身 ， 消 直线 工 从 点 
4 到 点 召 ， 切 线 的 方向 没有 蛮 化 ， 但 沿 着 曲线 s 从 点 C 到 点 万， 切 
RH MPA RS RA ai eae. FEA s 上 ， 由 于 滞 着 曲线 从 
点 C 拐 过 一 段 弧 长 为 As 的 弯路 到 点 也， 切线 转 了 一 个 角度 Aca. 因此 
曲线 的 弯曲 程度 就 应 由 Aa 与 4s 这 两 个 量 来 确定 . 
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m 4-22 


HATUR qI PLE M’ SNN KAS, # 
等 于 As 时 ， 切 线 转角 大 者 弯曲 得 厉害 ， 两 者 成 正比 . 

但 是 切线 转角 的 大 小 还 不 足以 充分 反映 曲线 的 弯曲 程度 . ma 
1-23, WUE! E 与 Ñ N 切线 的 转角 都 是 Aa， 但 是 弧 长 小 者 
MM 比 弧 长 大 者 NN 弯曲 得 厉害 ， 两 者 成 反比 

综 上 所 述 。 我 们 引入 描述 蛆 线 弯 则 程 度 的 昌 率 概念 
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国 4-24 


设 曲线 是 光滑 曲线 ， HER bE S M fE 5 EEN e 3 
A, CRERE-RMABTIUK S, WRAHA, 曲线 上 
邻近 一 点 好 RAEM S Ast As WRAHA Dat Aal 4-24), 
通常 用 比值 

IAal 

IAs| ’ 
BA (ir E: EHI RR A X NR BERLE MF Sh BE , qk 
PU (UMBRIA AT’ 89 39 MR, WH 


As [Í 

3F3EJ He A SE SR, A, HHZR2E4 a 
的 弯 明 程度 常常 不 同 。 因 此 平均 曲率 还 不 能 准确 地 刻 划 曲线 在 各 点 
处 的 弯曲 程度 ， 我 们 仿照 从 平均 速度 引进 瞬时 速度 的 方法 ， 利 用 平 
均 曲 率 的 极限 定义 虽 线 在 一 点 处 的 曲率 ， 

定义 4 AMG fH 38 AM, PBA ;— ORT, FH fe 
天 的 极限 
AG 
As 
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oman Ue i Ee em 


如 果 存 在 ， 则 称 这 个 极限 为 曲线 在 点 财 处 的 曲率 ， 记 为 天 ， 即 


Ag |_| da 
As ds f 
Wi 求 直 线 上 各 点 处 的 曲率 . 
解 ” 对 于 直线 来 说 ， 切 线 与 直线 本 身 重 合 ， 当 点 沿 着 直线 移动 


时 ， 切 线 的 倾斜 角 都 不 变 ， 故 Aa 0, “20, TE 


K=lim 


hid 


— 
— 


As 


_ Ae _ 
K= =m, As 0. 


这 就 是 说 ， 直 线 上 各 上 志 处 的 曲率 都 等 于 零 ， 这 与 熟知 的 直觉 ， 直 线 
是 不 弯曲 的 认识 是 一 致 的 。. 
— 2 REFN RBG LE A ANE HL, 

解 “ 由 图 4-25， 对 为 圆 上 任 一 点 ，M 为 圆 上 的 另 一 成 。 过 这 
两 点 的 切线 分 别 为 MT 与 MT ， 切 线 的 转角 为 Ac BAE 


— 
lAs] = IMM'| =R [Aa], 
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FN A” wath s b 


=! Az | daal 1 
K As RiAc| R’ 

所 以 点 M 处 的 曲率 为 o 
K=lim K=, 


ARER, LES AO S p 345 R MMR, A-BLE 
的 认识 完全 一 致 

下 面 根据 曲率 药 定 义 ， 推 导出 一 般 情 况 下 的 计算 公式 。 

设 曲 线 y 二 f(x)， 其 中 f(x) 具 有 二 阶 导数 ， 显 然 这 时 f' (x) 是 
连续 函数 ， 从 而 此 曲线 是 光滑 的 ， 根 据 导数 的 几何 意义 ， 有 tga= 
x, 两 边 对 * 求 导 数 ， 得 


da 
dx 


= p 
seca = y", 


dx secia 1 十 tgac ity? 


dx, 


=. 六 

da ity? 

又 由 弧 微 分 定义 ， 知 
d= lty? dx, 

于 是 得 到 上 曲率 公式 

y 


` da = ' 
《1 十 yt) * 


ds 


如 果 有 曲线 由 参量 方程 
ere 


y= lt 


K= (3,4) 
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ik, MSRM, SADR. By A 


p(t) PP ODPO (t) 
yi Gray? >° A s 


代入 (8.4) 式 ， 得 
_ AO MORALE, 
H3 HHMH BR y= — 220 十 4x 十 1 Lm RHO m X: 
并 求 出 最 大 的 曲率 . 
E WA 


*=—de td, y"=— 1, 
代入 曲率 公式 (8.4)， 得 


4 
由 于 天 的 分 子 是 常数 4， 当 且 仅 当 16(x 一 1 一 0， 即 xx 一 工时 ， 
分 母 取 最 小 值 ， 从 而 天 取得 最 大 值 4， 于 是 曲线 上 点 M ( 1，3)( 即 
抛物 线 的 项 点) 处 的 曲率 最 大 ， 最 大 的 曲率 等 于 4. 
在 有 些 工程 实际 问题 中 ， 例 如 土木 建筑 工程 或 机 械 制 造 中 的 梁 
的 夸 曲 程度 很 小 ,各 点 处 切线 的 倾斜 角 a 也 很 小 ,从 而 ly’ 1 一 | tgal 
与 1 比较 起 来 小 得 多 (工程 上 记 为 |y’ KI), BA 


K = 


BB 4-26 
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ify esi, 
从 而 可 以 得 到 曲率 的 近似 公式 


K= la” = | y| 
IF yr) Éy le 


三 ”曲率 加 

Biifov=f/OEAM (a, WSN MBAK K + 0), P M 
fEDJESM T, HEERAM NIG RC 4-27), EMNE 
RAC, EIMC === o, UCHA, oF, mR 
区 上 各 点 处 的 曲率 恰好 也 是 扩 ， 我 们 称 这 个 圆 为 曲线 在 对 点 的 曲率 
Bl, ROAR KE, HACHE PD. HRB SMA AMA 
AZAA: HAMA, WER, A, Bp 
也 叫 密 切 图 ， 
”当下 二 0 时 ， 就 认为 曲率 半径 为 无 限 大 ， 

下 面 求 曲 线 在 对 应 于 点 MIx，23)? 的 曲率 中 心 C(E，2) 的 坐标 ， 

根据 曲率 圆 、 曲 率 中 心 的 定义 ， 设 曲率 圆 上 的 流动 坐标 为 《a， 
By, WHhAv=f/(MEAM( x, 2) 处 的 曲率 圆 的 方程 为 
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(a—£)?+(f—n)? =03, 
其 中 
|— 1 _ (ity? 
pr= K2 y? + 
RAARM( x, » ER RAE, RA 
(=é +0 yF =A, (1) 
ATARAK 32:-. 46 CM HBR A | 


yon 
. | x— Ë ’ 

而 进 点 村 的 切线 MT 与 半径 CM 垂直 ( 图 4-27 ) ， 故 切线 MT W 
率 为 | f | 


£,= 


t= l —_ x—š ; 
y E. yon (2) 
那么 
x—š= — y (yn), 
fEACL Ist, B 
—nya t Clty 7? 
(y—7) ity ye . 


RMA, y> 0 时 ， HAMM, RRR} DH E 
Ra Ayer; By" <0 BY, HAA, WAN My—r> 0, 
这 就 是 说 ，y” 与 y 一 ?总 是 符号 相反 ， 取 上 式 的 平方 根 ， 得 


ity? 
m 


yn — , 


+ sf A 
get y yep Uy ° 


AAT 48 2 f 8 ch DB ERA 
+234 


四 * FARR 

设 曲 线 上 上 每 一 点 处 的 曲率 都 不 等 于 零 ， 则 曲线 上 上 每 一 感 都 
对 应 一 个 确定 的 曲率 中 心 。 当 点 夺 (x， f(x BEL, y5 fa) 
Baie, KVR RCH ee HAL KAMAL ORR, ， 而 
BAL BRL EH RATA (4-28), HUPRANHS 
EHEJ 


| y=/(x) 3 
iin - a 


. = ` x 
B 4-28 


,35, 
(8.7) 
ay. 


n = 


其 中 y= 二 (x),， y =f (x), yr Pu, xE, HARE 
Hoy, 

Ft RAP Ayo NMR. 

WM Pljy= ax", y =2ax, I =2a, AGDER, ， 就 得 到 
MAAN SRARA 


f=x — 208 (1 +4a? x? = — da? x°, 


n =ar? +- C1+4q? x?) =l + 3ax2, 
2g 20 
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1 


消去 参量 x， 得 到 


i= 16 i- $ 
š 27 a(n 2a ) ， 


它 的 图 形 是 半 立 方 抛物 线 《 图 4-29). 


图 4-29 
Wo RHAL, 
x=ali—sint)s 
{ (1) 
y=all—cost} 
的 浙 届 线 方程 。 
# m 
dy .. sint ` da u 1T _ ` 
dx 1 一 cosE ” dx? a(1—cost)? * 
代入 公式 (8.7)， 化 简便 得 搜 线 的 渐 届 线 方程 为 
E=a(t+sint), | 
. Í aay 
p=aCcost—1).. 


a+ HOR, HABE Ror xy E. ATEUMARO) 
| + 237 + 


的 图 形 ， a1 = sz +*, 代入 ( 2 )， 得 


£—an=atTr—sinT), 
{ (3) 
1 十 26 一 GT 一 CosF 
fitf—art={,, NH=, WS 
¿i=a(r—sinr)>), 
{ TE 


m =al l- cost), 
ERER RELOT P, 《4 ) 式 仍 是 一 摆 线 。 HEERA OnP S I 
BRAC lan, 一 2a) 而 得 到 & 3 坐标 系 ， 其 图 形 见 图 4-30， 


$9 方程 的 近似 根 


MAR 40， 是 科学 技术 和 工程 实际 常见 的 问题 ， 但 是 

要 求 出 方程 实 根 的 准确 值 ， 一 般 比 较 困难 ， 这 就 提出 了 求 方 乱 实 根 
近似 值 的 问题 . 

ATRIBI O= 0 的 近似 根 ， 首 先 要 殉 定 根 的 大 致 范围 , 也 

就 是 要 确定 一 个 区 间 [o，5) 使 得 所 求 的 实 根 是 位 于 这 个 区间 内 的 
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ES, FFARR lo, QAR RRMA RA. AMR E BS 3 
fx) 渍 足下 面 两 个 条 件 ， | 

(1) ERA, ODES (xy, POORER, 

(2) fled Shes. 

Ra, Be fCOo7E RA la, 6) ERMA AMR E, RR 
保证 方程 fx)=0 在 (ec，5] 上 有 有 旦 公有 一 个 实 根 。 从 而 (a, OK 
形成 了 一 个 隔离 区 间 ， 把 所 求 的 实 根 陋 离 出 来 . 

WE EIR C1). C2 ) 的 阔 数 y 二 A(x) 的 图 形 不 外 乎 图 4~31 
G), G G), (OMARE. 


FRAP BRA BMRB. 
PRAMTE MEA, RR PK Ei 60 2 ARR, W KAR 
$2 Il y= f(x) SR RAE. me RAAE 


f(b) — Ke 
b — 


y—f(a)y= (x—a)s 


或 
KBR, O 
ym f(b = — x*—b). 
4 y=0, RB ABA Be k 608 BR A 


b—a@ 
下 DB) 一 KG O 


二 一 


x =L — TR E (2) 


H 4~3 1 PDT H, a<x,<5, EO), (ORB, x bee 
接近 于 根 xo， 在 (2)7、(3 EPF, x HbR RIFT Rx, 所 以 xi 
Ha, MOR RUT Rx, Rx WEB. NE. 

ARR, Lr BY Fa BS AI (a, %1] 或 [x1， bl 出 发 , 可 
以 得 到 出 xi: 更 接近 于 xu 的 近似 值 x:， 如 此 继续 施行 这 样 的 方法 ， 


就 可 以 求 得 具有 足够 准确 的 近似 值 . 
l | AR ep =x $1.12? +0.9% 一 1.4 一 0 的 
近似 根 . 


R 因为 1(0)= 一 1,4<0， f(D=1,6>>0， 所 以 在 区 章 (o, 

1 内 至 步 有 一 个 实 根 . X f'(x)=3x2+2,2x+0.9, ff(x) = x+ 
2.28 ZJ (0, DEWRREY, MEO, DAKO 0 RAO 
实 根 ， 由 图 4-31(1) 可 知 ， 用 公式 (1) 得 | 
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B1297/C0.467)< 0, Br£e(0.467, DELBAARDSA 


1—0, 467 
#(1)— (0,467) 

继续 用 间 样 的 方法 可 求 得 ， 

xs% 0.658, x, 0.668, x,220.670, x5 0.670, xs Gx, ft 
前 三 位 数字 相同 ， 由 计算 可 知 J(0.670) 宕 一 0.002<0 ， 站 0.671) 
2z0.00132> 0 , WXRERE (0.670, 0.671)2 Bh, # 0.6705 
方程 实 根 的 近似 信 ， 其 误差 不 超过 0.001., 

另 一 种 方法 切线 法 的 基本 思想 ， 是 用 临 线 弧 端 点 处 的 切线 
与 x 轴 交点 的 横 符 标 ， 逐 次 代替 曲线 y= fx) x Bh Ze RRO AR, 
由 图 4-31 可 人知， 由 有 曲线 弧 端 的 纵 举 标 与 产 (x) 同 号 的 一 端点 作曲 线 
的 切线 ， 这 切线 与 x 轴 交 点 的 模 举 标 xi 比 a ， 或 比 5 更 接近 于 方程 
的 根 we， 于 是 可 用 xi; 作为 xz 的 近似 俏 . ' 

H 2 3 3 td BRB Ph eh h REO 

y— f(a) =f! (a) €x—a), 


ža =0,467— #(0,467) 0, 619, 


或 
y— f= F bb), 
Sy=0, RPMS cH A ER 为 


xi=a-— rS > (3) 
或 
x, =b — fb) (4) 
, Feb) 


重复 地 应 用 上 面 公 式 ( 3 ) 或 (4 )， 就 可 以 求 得 具有 足够 精确 的 
ABE BAER, AOS OORS, MARG): Hf) 
34 f” AAS, MAR), 

例 2 FAIRER BS =x $1.22 +094 —1,4 == 0 的 
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EEUE. 
解 ” 由 例 1 已 知 方 程 fx) 二 0 在 区 间 L0，1) 内 有 县 具有 一 个 实 
JE, MAD—1.6>0 5"> 上 0 同 号 ， 故 采用 公式 (4)， 得 


HO0.738) 


70,738) ~ 0* OF 4s 


x+=0,738— 


_ _f(0.674) 


' == 
x+=0,674— (0,674 


0.671; 


, 0. 
%4= 0. 871— CY | 
与 例 1 类 似 、 可 以 取 0.671 作 根 的 近似 秆 ， 其 误差 不 超过 0.001. 
ARIMA WB, Baie 线 法 求 同 祥 HE Wa BY LEAD 
AB, PERRY bra Ra, 
KMESURRANEARAR AK, RATTKHRAB Ae 
从 实 和 根 xo 的 两 边 来 通 近 x。， 可 加 抉 计算 过 程 . 
MSs 用 综合 法 求 方 程 fx) 二 x 十 1 .1x7? 十 0,9x —1.4 = 0 实 
根 的 近似 信 . 
E EREZTE, WR ORBAN AD BI, xf 
(i=l, 2, DTF: 


0.671, 


1 — 


2 一 0 一 到 1 二 7 


f(0} 0,467, 


- ai=] ret 0,738; 
xa =0. 467 — 02 738— 0.467 


| j00.788)— 00,467) > 467) 0, 658, 
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ira _ 4(0,788) on an 
Xe 0.738 F (0.738) ww, 674; 


= — . 9.6740, 658 _p 
aT 06608 HD, 674 — FCO, 658) 0 098? 0.670 


s FOSTA) a; 
xi=0,674 P (0:6745 0,671, 


这 里 ， 只 用 三 步 就 得 到 同样 精确 的 近似 值 。， 
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第 五 章 不 定 积分 


微分 学 的 基本 问题 是 已 知 一 个 画 数 FF(x)。 求 它 的 导数 F' (x), 
例如 ， 已 知 质点 作 直线 运动 时 前 运动 规律 为 :二 s(t)。 要 求 质点 在 
时 刻 : 的 速度 vt td, RRB s=s( tt RS W& 48 Bl 
T, o(tyatheas'(r), 

在 实际 问题 中 ， 往 往 会 遇 色 这 样 的 问题 ， 已 知 一 个 函数 的 导 
数 ， 要 求 出 这 个 函数 来 ， 例 如 ， 己 知 质点 作 直 线 运 动 时 的 如 认为 
v=o(t) RE-RNAAR REN RE 二 s(t)， 已 知 一 个 函数 
FD, RERE), EF (x) 二 f(x)。， 就 是 本 章 要 研究 的 问题 ， 

从 正 、 反 两 个 方面 对 问题 进行 讨论 ， 是 研究 问题 的 一 种 基本 方 
法 ， 在 学 习 不 定 积分 时 ， 结 合 微分 学 米 学 习 是 十 分 有 益 的 . 


§ 1 不 定 积分 的 概念 


一 FAR 

1 Bae 

定义 设 函 数 F(x) 与 f(x) 在 区 间 I 内 : WE W h x C I, 都 
有 : 

Fo (o=f2), EdF) = fix) dx, 

AUR (x) Ef (x ZERIT AR 7 ee. 

今后 ， 凡 提 到 康 函 数 ， 都 是 指 在 某 一 个 区 间 上 而 言 前 ， 对 此 就 
不 再 一 一 说 明了 , 

求 原 函 数 是 求 导数 的 道 运算 ， 轨 判断 一 个 阔 数 (x) 是 不 是 
f x) 的 原 函 数 ， 只 要 看 它 的 导数 (x) 是 不 是 开 **) 就 行 了 ， 投 如 
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Bb, fC) MUMBA BR, fe) dxt PRAM. am MRA aE k, 
Pinna. 

WI F (x) OGR — T R we, MAS ORE TR a 
都 可 以 表示 为 F(X) 十 CEC 为 常数 》。 因 此 ， 形 如 (CC%} 十 CCC 为 
尾 意 常数 ) 的 一 族 画 数 就 是 7(x) 的 全 体 原 函数 ， R 

| f (z)dx= F(a) tC, 

SEF! O= fle) MAF d= fdz, 因此 不 定 积分 | fC dx 
义 可 以 写 为 | dF), 由 定义 2 知 不 定 积分 | f(z)dx 代 表 了 7(x) 的 
全 体 原画 数 ， 根 据 定理 1， 在 求 不 定 积分 | 了 Cx)dx 时 ， 只 需 先 求 出 
它 的 一 个 原 效 数 ， 然 后 再 各 上 积分 常数 就 行 了 

81 求 13x?dx. | 

E Pi (x*sy =3x2, PFE aait AA KO - 

3x3dx=xs+ C. | | | E 
#2 求 | cosxdx. | 
解 “因为 siax 是 cosx 的 一 个 康 函 数 ， 所 以 


_ | cosxdx=sine tC, 
fi 3 Rf gtae. 
B ”因为 二 gt? 是 gt 的 一 个 原画 数 ， 所 以 
al a : 
| otae=tor +C, 


= 不 定 积分 的 几何 意义 

FRE AMR oY, fo) VER —/> eb AR 
f(O\M-FRDHA, HHR RIK F(x). Wi OWS s 
F'(xy+ CH DERN f CARD RE, 它们 的 方程 是 i (x) 
+C >= | Madde 图 5-1 ). | 
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j 
t 


y 本 
f | | P= F(x)+ ， 


图 5-1 


Bik, BUNA OER —F in, RTIA HRYI-FO) 
党 oy 轴 平 行 移动 一 段 距离 得 到 ， 因 此 ， 积 分 曲线 族 中 区 所 有 积分 
而 纵 都 是 签 沁 平行 的 ， 换 一 名 话说 、 在 积分 曲线 族 上 寝 举 标 相同 的 
点 处 ， 所 有 的 积分 曲线 的 切线 都 是 互相 平行 的 。 这 是 因为 
i (F(x=y+ CY' =F! (x)= ft), 
p 4) 20 RR A SC), 
x =n, FERD | cosas LAUR ORA maw 
y= F (z)+C., 
. 在 一 些 具体 问题 中 , 如 果 已 知 一 条 积分 曲线 经 过 定点 (zsyyo)， 
权 求 这 条 积分 曲线 ， 可 以 先 用 不 定 积分 的 方法 求 出 积分 曲线 y= 
户 (x) 十 C， 热 后 ， 青 根据 已 知 条 件 y = Fle +C, We U ER. ` 
C=y, =F (xo). RAM BET PRANAB R= Ft (y — 
an 
UL eae aed ce, 3) Hae bE 一 点 (x， >) 处 
‘WAM Ren, Rue MRE. 

解 BPR AGE Ay FC), mama (0) =2x 
-UFA | | `: 
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因为 2xdx= x* + C, 
RU, MRAR ERDHA y= xi + CPR, RERE 
过 点 (2，3)， 则 得 
s= 29-+C, 
x 
C=-1, 
故 所 求 的 曲线 的 方程 为 y 二 x* 一 1、 
m 4 中 了 确定 积分 常数 的 条 件 ， 通 常 称 为 定 解 条 件 ， 曲 线 经 过 
点 (2，3) 这 一 定 解 条 件 也 可 以 写作 ， 放 。-: 一 3， 或 y(2) 一 了 ， 
三 “不定 积分 的 性 质 
ERI BEFORE ODi RAS, H 
ccf fedar = fom ac f f(a = fonda: 


OD) | F Gddx=F HCR | APO = FUT, 
1. 4d, 
(ZEC fz x dx) =a ( f foda) >. 


ZA 设 F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 则 
C19) | fda S (FG +C 一 POCO 一 Ce) 
(2), F'ooaz= | feds =F aC. a 
性 质 1 清楚 地 表明 了 未定 积分 运算 与 微分 运算 之 则 的 互 道 关 
KR, ML PURE, BRS AAD R Sh BRST (x); 
俯 (2 ) 中 可 以 看 到 ， 对 函数 下 (x) 先 求 导数 再 积分 ， 则 等 于 Cx) 加 
FER BRC. 
性 质 2， BRAK PK HTHERAFT MRAR D S bh 
来 ， 
| fito dx =+ Í fx)dx Ch#0 为 常数 》 
证 明 ”因为 Ch | feds y = kt J Fad = f(x) 
+ 248 ; 


€ [srooday = (2), 


且 两 端 均 合 任 音 常数 ， ma fera dx =k | fda, 证 举 
MS 有 限 个 函数 的 代数 和 的 积分 ， 等 于 各 个 函数 积分 的 民 
eA, BP 


J trex + faC xd tee + f(x) dx 


= EREE + | fGdde + vet | Fad, 
证 明 EK DB) SRST WARRAR. 
(| ficedax + f f2¢x>4x +. +f fada) 


-(| fas) (f felx)dx) ans 
+ (Í f(x)d ) 


=f,(x)+£ fals) 土 +f/. (x) | 
且 右 边 包 食 了 一 个 任意 常数 (把 半 个 任意 常数 合并 为 一 个 ， 故 有 


| Cf sx) £ f,Cx) te 2 f.ex))dx 


= | fitxddes J faces eet | fad. 证 毕 


m EFRR 

由 于 积分 运算 与 微分 运算 是 互 道 的 运算 ， 网 此 ， 由 导数 基本 公 
式 就 可 以 得 到 相应 的 积分 基本 公式 。 

ERA. 


(1 ) | kaxka +C CRABS), 


Vao 


_ ire Cate-—1); 


{2 a xd = 

C3 bank tal +Cr 

(4) |a= "+C; 

(5 ) {oraz= e+C (a>0, aX); 
a Ina | | 

€ 6 y | sias dx=—cosx tC; 

(7 ) | cosa dx 一 siax 十 Ci 

{8 | -5 — da= | sec? xdx= tex tC; 


1 
f 
(9) | — 


(10) Í secxigx dx=seextC; ~~ 


dx= J csc3axdx= —ctgx+ C, 


(11) j csexctgx dx= —cscx+ O; 
1 
a| dim arctes tC, 


anj ai dx= rarcsinat Ce I wu 


: of sha a duxchetC, 


asf chy ds=shxt Cs. 


== 
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基本 积分 表 是 求 不 定 积分 的 基础 ， 必 须 熟 记 ， 下 面 利 用 基本 积 
分 表 和 不 定 积 分 的 简单 性 质 ， 求 一 些 不 定 积分 , 
iE 


aL, 
We RY zs dx 


T 
a+) 


i fatza = f x? da= 222 +C 
t44 
l 2 


= atc, 


7 求 | 3sina + Jax. 


解 {( sinh gry ens fs: ink daz+ 了 | —— dx 
x =—3cosx tiv T+C, 


注意 ， 在 分 项 积分 后 ， 每 一 个 不 定 积分 的 结果 都 应 加 上 一 个 任 
BAR, 但 因为 任意 常数 之 和 仍 是 任意 常数 ， 所 以 只 要 在 最 后 结果 
中 加 上 一 个 任意 常数 就 可 以 了 . 

在 求 不 定 积 分 的 过 程 中 ， 适 党 应 用 代数 及 三 角 公 式 对 被 积 函 数 
进行 恰 等 变形 ， 有 利于 把 所 求 的 积分 化 为 基本 积分 类 中 已 有 的 形 
x, MRT OER, ` 
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iis Rf GEINA) ay, 


i J tRG=P 1 = |= s= as 
x x 


一 x 一 in xl +2+C, 
例 9 R fairt 
x’ | x2+1—1 
M |e |== dx 


= K 1 -ypy jix 


=s—arctgx+C, 
410 R f zas. 
解 | tg*xdx= | eevee | sec’xda— Í ax 
= tex—x-C. 
§2 ”基本 积分 法 


利用 基本 积分 表 与 积分 的 性 质 ， 只 能 计算 为 数 不 多 的 积分 ， 为 
了 扩大 计算 积分 的 范围 ， 本 节 讲述 基本 积分 法 一 - 换 元 积分 法 与 分 
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部 积分 法 ， 

~ AERJ 

1 第 一 类 换 元 积分 法 

定理 1 BFE u ) 的 一 个 原 函 数 ，#W als ) 有 连续 的 
Sk, WA 


| Faaa dam PF (uCa0) +C, 
证 明 BAF (w=J(w)， Pil S dF. 
BF dF late flee a (w)dx= fF lala dula), 


m f falaa (Cx)dx= [ Fenta duca) 


=| J Ky du], 


=(F(u)+ C)... ., =F (u(x)) + C 
Hz t 
第 一 类 换 元 积分 法 ， 实 际 上 是 用 变量 民 换 的 方法 来 计算 不 定 积 


分 ， 
941 R | cossxdx. 
m feos3xdx ~ 二 | cos3x + 3dx= + cossa" + (32) dx 
设 xw 一 3 
— cosudur=-sins +C, 
慌 回 原来 的 变量 < ， 得 


f cosaxde 一 于 sin3x 十 C。 


F 259 ° 


54 2 Rant Dax, 


8 | xtitax=t fst. 2dx 


# 
-| Oat lcst lee 
=2x+1 
Bundi L| taunt Latte 
at tec 
80221) + C. 


R43 来 | i= dx. 


解 J. A= dx = 一 十 | A= - (1—x3 Y dx 


= 1— g — 
nezl -4 f Vudu 
2 
-~-1.2yt4¢ 
> ` 3 


1 E3 
= —— (1—x2)* +C, 
8 
wa Rie — <. 
K J; dx =} fd ct dx 
1+z 23 Iit 


Uru s= x? 1 
> z= sdu=arctgutC 


92549 


ki Rf ha. Ca¥0). 

m |— as “Sa I 
“re a Q) 
=Larctg$ +C. ! 


| 1 
ws *|;— ire ax. 


1 _ I 
si | — dx | 


fi 9 RÍ sinx cosx dz. 
解 J sin’ cosy dx = | sintx d(sinx)=- sinta +C, 


BARAK, DAEBERAAO IEE SEMIA 
xt, n, 


dx=td(ax tb)=—d(a—x); 
xdx=-liuç.a )= l Alax’? tb) = 一 上 dkas — x); 
2 2 | 2 
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了 dx 一 dtaxz) 
e'dx= de"); 
cosxdx—=d(sinx)s 
sinxdx= —d(cosx) : 
的 代数 或 三 角 画 数 的 运算 ， 把 被 积 函 数 变形 后 ， 再 用 换 元 程 分 法 . 


例 10 Rf tex dx, 


u | tex dx= [ sinx dx= — dicosx) 
cosx cosx 
一 一 la ltosx| +C. 


ZR AR Hh Ft fotex dx= In 1sinx| + C. 
' 1 
向 11 *|— ae. 


1 _ | e* — Í| d(e*+1) 
N | Ite * dx {sq dx ftl ` 


=Infe"+1)+C, 
L08978 NE ap BIT Wim {SS dx( me [SEED ) 
的 积分 ， 在 被 积 函 数 中 分 子 恰好 是 分 母 的 导数 ， 这 类 积分 可 以 利用 
下 面 的 公式 


P(x) dp) ,. , 
pa dx J May TIPO +C. 


例 12 R| — dx, a 


Sinxcosx 
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K f — dx= | wie f dCigs) 


sinxcosx Z cosix J tex 
=In |tgxf +C. 
8413 Rf sex dx, 
第 fesz dx= | 二 dx= | dx - 
sinx 2sin= cos 7 


-| (>) 
sin=cos 5 


= I| tež |+ c. ` 


siny 2sin2-— _ 
B= — = — 2 x 一 ] 一 29sx ~ =csex—ctgx, 
cos— 2sin—cos -一 siny 
2 2 
所 以 上 商 的 不 定 积分 又 可 以 表示 为 


f escx dx= |n [csex—ctgx| +C. 


9114 求 | secxdx. 


| d(x +2) | 
m |= |e aan 
2 
ln (+ 


+ 258 + 


ese (x +5) — ete +=) lec 


=]n [secx +t texi +C. 


= In 


815 RÍ sin adag, 


s [sia 848 = | ss dx= f+ dx— f cost. dx 


=>“ -+ | cos2xd(2x) 


1 1. 
ea $ — — 
2 1 sin2x-F C, 


AIG * | sin? xdx, 
解 J sin*xdx= | sin? ` sinxdzx 
一 一 | (1—cos*x)d(cosx) 
= f cos*xdCcosx) 一 | d(cosx) 


3 cos?’x—cosx tC, 


= 


8417 求 | sin? xcos*xdx. 


W | sin? scos xdx = | sia*xcos*xeoss dz.: 
= | sin2x(1—sin?°x)3d(sinx). 
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= Í (sin? x— 2sin’x + sint*x34(sinx) 


= sintx—2sin®xttsia’at C 
3 sin x s sia ZX 十 了 Si s . 


H13 3k | cos’ xsin xd. 


M Í cos’ xsin‘xdx = f Ccosxsins)*sin?x dx 


F] 
= sin?x ) . 1—cos2x 
-|( 7 > dx 


= Í (sin?2x—sin?22xcos2x)dx 


L Í sin? 2xd(2x) 


一 j sin? 2xcos2xd( 2x) 
1 2% 1 
I —— — sn 4 
T: 2 1 sin x) 


“a5 | sin*2xd¢sin2x) 
=l. ln Loin 
ie” — gqsindx qasin 2x +C 


通过 上 面 儿 个 例子 ， 对 形 如 
sin"xcos"xdx, (m, nA RRS 》 
HRD, BATA, Wm, n RAAHE, TREK 
要 繁 一 些 。 


例 19 求 | 一 二 一 一 dx，(g 为 非 零 常数 )， 
-260° 


I _ 1 f 1 1 | 

mle dx = |Get) 
1 [ d(a+x) _ [ d(a—x) 
2a a + x G — x 


=— (in lata] —in la— xt +C 


1 a+ x 
| 2a |a = x [to 
. Ko, 4 
1 = _1 x — d 
|=: dz 2a In x + a te, 


820 R | sin5xcos3xdz. 

8 | sin5xcos3x da= | singat sin2x)dx 
__1 ， 
= | :inszdcaz) 


1 
+ 4 


f sin2xd(2x) | 


= 一 下- cos8x ———cos2z+ C 
CAE RAM EMA, HERET, BRT Raw 
常见 的 典型 例子 之 外 ， 还 必须 多 作 练 习 . 
2 ”第 二 类 换 元 积分 法 
第 一 类 换 元 积分 法 ， 利 用 代 换 ，“ =s( x* ), 把 积分 | fCucx)) 
a CX dx 化 为 | da = FOa etc, Kit tm m # ¿y 
J Go Cx ?dx 得 到 解决 ， 可 是 ， 有 的 不 定 积分 ， 则 要 用 相反 


+ 26] 1 


的 方式 来 换 元 ， 若 不 定 积分 | fx )dx 不 容易 直接 计算 ， 但 是 令 代 
É, x= PCE, fd | 100 EP Ct ydt 后 面 的 一 个 
对 变 元 上 的 不 定 积分 容易 求 出 ， 网 称 这 种 换 元 的 方法 为 第 二 类 换 元 
积分 法 ， | 

定理 2 设 * =8( + ) 是 单调 的 ， 有 人 连续 导数 的 函数 ， 且 
2 Ct ) 关 0 FOO PCE ) 有 原画 数 F(+ ), WE 

| CLA TA +C. 
Eho Cx Ba = 二 P(r WRB. 

证 明 AA =P +: ) 是 单调 的 ， 有 连续 导数 的 函数 ， 且 
@'(t1)# 0, RUE SH RRM! 二 9 "1(%x y, hk 


d reny = d dt 
Jx F(@ lex)) qt F(t) x 


一 PP) + Spee = f (0(1))= fa), 


Pay ) 
Ait, FCs )) 是 f(z WARM, FRE 
fz x Sa Sud (Odi=F(@`l(x))+ C, 
8121 rjr 1 T>. 


MO à ATEREA, nx =2 (20), MU 


dy 22E te 
Fa 1+? 1+ 


=2 |[(: L): 
| = 2 fasz fdr. 


=2t—2ia ll +#| + Ç 
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2 x 211 (1+//X IEC, 
例 22 求 | vos" dx, (a>0). 
R 为 了 去 掉 被 积 函 数 中 的 根 式 ， 可 令 
x =asint (-2<: <5) WWdx=acostdé, 
Ee ay Poa —acost, 于 是 
x= asint 


Jv ax? dx—— | acost ， acostdt=a* | cost tds 


= aš J Ecos? ar 


_ a’ sin2t ^ 
7 1 T+— yee, 


由 代 换 式 x=asint, 得 


sint= = t= arcsi x 
s a? sin —' 


—4 r X NY —  _ 

cost— isinit = f 1 —(2) =+ al— xš , 

sin2t=2sintcost= 2-4. Ly a? mx’ = 2x y as, 

a a a 

因此 有 

_ ; — 

jv a?—x? dx = (are si LZ a? =x? ee 

2 (G a 

=Larcsint toy ai~—x? +C. 


ARBA x 一 asint 求 cost 时 通常 采用 三 角形 法 ， 从 
* 263% 


角 : 的 对 边 为 x 图 5-2 ) ， 由 名 股 定理 知 角 上 相 邻 的 直角 边 为 
> v aoe, #kcost=-1 =. 
k d P23 Rs q: + x? , (a>0). 


E x= atgt (-<: <=), 


oft x- 


m 5-2 
dx=asec’tdt, VW atx? =y a’ ta tg't =asect, 
TE 
| 土地 x= x= atau —= | azec t dt 
V = Fr asect 
= f secear=in lsect Ftgel Ci. 


为 了 把 sect 、tgt 还 原 为 * 的 函数 ， 仍 用 三 角形 法 。 BRRR 
一 ctgt ， 有 tgt 一 一 ~， 作 一 个 直角 三 角形 ， 使 它 的 一 个 锐角 为 
t, f i 的 对 边 为 *， 相 邻 的 直角 边 为 4 ， 则 饪 边 为 v/a? 十 x”， 
得 sect = + ai Fa? 《图 5-3 ) . 


最 后 得 
ie 
leer + 和 


- =]n [x+ a? ta? | +C. Ç | 
其 下 人 =C 一 lo 仍 为 桩 意 常数 . t 


24 * | > (x>a>0), 


dx ` 
V i= 图 5-3 


* 264 = 


=sh =+C,=In lx bye Fal +C 


对 于 | ioe, (w> a> 0), x= acht (470) 
有 ` 4 


-asht = = 
=h} 卫士 Ci 一 lnlx +V x= a] +C. 


fE LIR0S 3801215 Bi F, 52STISYBS P tt 4 ERRE 
过 到 的 ， 它 们 通常 被 当 作 公式 来 使 用 。、 继 前 面 的 基本 积分 表 之 后 ， 
还 有 下 面 的 10 个 公式 ， 


(16) j tex dx= —In |cosz| +C; 
(17) fetes dx 一 ln Isinas +C; | 
(18) J secx dx= n lsecx t tgxl tC: 


avf esex dx= n lescx—ctga] +C; 


(20) f-ri drm aret tc, | 
oD fada hr 


好 一 其 


+G 
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(22) | m dx= + ial 2 


Pa +C, 


= 


(23) Í == dx=aresin ~ +C, | 


(24) | issn PERETE +C 


— . a —— 
(25) | var atx = r sting hyve te 


= 分 部 积分 法 
分 部 积分 法 与 换 元 积分 法 一 样 ， 是 基本 的 积分 方法 ， 它 是 与 函 
BRAN AOE AN i BRO. 

定理 3 设 wt%* )、ov(% ) 具 有 连续 的 导数 ， 则 有 分 部 积分 公 
xx, 

Jf ao’ (x)dx= x(x) - v(x)— | oca > u" (x)dx, 
" | 

EGLO =u) + (X) J coa. 


WRA 由 (wiw) vix) =u (x)o(x)+oə' (xd ule), 
移 项 得 


a(x) + of Co) = (u(x) OR) — a Cx) ox), 


积分 有 
J co .or (a)dx=u(%) 。 a(x) f ocw dss 
或 
uw ds (x)= ule) ` u(x)— f » (x) due). 证 上 毕 


+ 267 * 


运用 分 部 积分 公式 计算 某 个 积分 时 ， 先 驾 把 积分 写成 uc * ) 
doi x IER, 和 如果 求 | a )do( x ) 有 困难 ， 而 | ocx dal x > EH 
较 容 易 求 时 ， 可 以 用 分 部 积分 公式 来 计算 , | | 
8125 R f zerds 
M Bux, vide", Wde = dx, 
da(x)=de"=e"dx, ` 
由 分 部 积分 公式 得 
| xe "dx= j XUde 一 Xe 一 | e*dx 
= xe*—e*+ C. 
` 26 R | zeosxdx 
RM Buls)—x, v(x)—sinx, BN 
du(x}=dx, da€x)=cosxdx=dsiax. 
由 分 部 积分 公式 ， 得 
f xcosx dx= | zdsinz=xsinx -Í sinx dx 
= sinx t cost t C. 
W27 R | aretgzdx. 
8 Huld =aretex, u(x)=x, IA 


| arctg dx= xarc tgx— | xdarctgx 


— — í< 
= garce tex | tees 


= warctgz—-ln(1+x*) +C. 
+ 268. 


Wis 求 f am d<, 


解 设 w(x) 二 lnx， 


| xlaxdx= Í Inxd (-)=~ 


ea tne 


在 计算 熟悉 之 后 ， 就 可 以 不 写 出 xsCx )，z(Cx ) 耐 直接 应用 分 部 
积分 公式 ， 


W29 oR | zssinz dx 
| xisinx dx = | 2*4(—cosz) 


= <?(—cosx)— f (—cosx)d(2*) 


a 
i 


二 一 x?cos%* 十 2 | xeosxdx . 
=—x?cosxt2 f xd¢sine) 


一 一 zacosx 呆 2 xsinx— f sinx dx] 
= — «cosa t2xsinxt 2coss tC, 
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AHEAD, Guau, ARRABRRMATER 
分 的 结果 ， 但 是 可 以 从 等 式 中 人 象 解 方 程 那样 ， 解 出 所 求 的 积分 来 ， 


M30 求 | e'sinxdx. 
8 j e"sinx dx 一 j e"d(—cosx) 
= —e*cosx— J (—cosx)de“ 
= —e*cosx+ | e*cosx dx 
= — "cose f e*d(sinx) 


=—e*cosxte sins 一 j e"sinx dx, 
SULA 


2 f essing dx=e*sinx—e"cosxt2C, 


f e sinx da= De'(sinx—cos) +C, | 
w31 RÍ sec tx dx. | 
解 f sec sx dx= | secz . sec*x dx= | secxac tgx) 


= sec xtex ~ | tgad¢seex) | 


2706 


= secxtgx 一 | secztg’zdx 
al secxtgx 一 | seca (sec*x—1) da 


= secxtgx— | sec*xdx + | secxds 


=secxtgxt ln |secx+tgx| 一 Í sec šx dx, 


故 


| sec "x dx= + (secztgx-+la Isecx+tgx| +, 
$32 * | e**sinbx dz. 


解 f esinda dx= f sins d(te Less ) 
= lescinbx -7f e*‘d(sinbx) 
a 8 . 


_ 1 oz: _ b oz 
= ° sinbx j: cosbx dx 


=° *sinbx ba =g | cosba (+e) z ) 


= les, *çinbx -alae “cosbx 


— | c*dccosbx) | 


TT 


1 ar + ` : b l as I a 8 m ` wwe 
= e" sinby —— e" *cosbx . °. 
ad . gd : it 


| e**sinbs dx 


= £. Casinos — bcosbx) 
z 
a 


5 | et*sinbx dx, 
即 
ai hedge $f kasinbs—beosbx) 
f er’sinbwdu— (osinbe peosbs) +c. 
同 理 可 得 


| ossxdx= ef Cacosba t bsinba) +C. 

一 次 或 多 次 地 应 用 分 部 积分 法 ， 对 某 些 积分 来 说 是 非 第 有 BK 
的 ， 在 实际 演算 过 程 中 ， 函 数 # 、9 的 选择 十 分 重要 ， 选 择 适 当 ， 
计算 起 来 较为 简便 ， 选 择 不 当 ， 往 往 使 积分 更 加 难于 解决 ， 经 过 反 
复 练习 ， 不 难 总 结 出 下 面 的 规律 。 对 积分 ` 


| x"e° "dx. f x"cosbx dx, j x sinbx dx 
Pn i ü = x", BRAM HA Ado. 


"tt 
f ias dx, Wa=]nx, do== x "dx=d( + ). 


. ` kj * a "+1 
{ =aresina dx, ttu=arcsinx, dr= x dx= df oT 7 ). 


i+] 
f= arcigx dx, BWu=arctgx, dv= =x"dx= d( 


“在 求 不 定 积分 时 ， 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 两 种 基本 积分 法 的 
交替 使 用 ， 是 经 常会 珊 到 的 ， 这 种 情况 应 当 引起 我 们 的 注意 ， 即 在 
角 题 的 过 程 中 千 万 不 要 拘泥 于 一 种 方法 。 


2272 


33 求 | Tax, (a2>0). 


x=asect 


x J =a dx 


[at + asecttgtdt 

= a° J tg7tsectdt=a’ j tgtd(sect) 
=a[ tgtsect— j sec *tdt | 

=- (tgtsees—la Isect ttgt| ) +Ci 
= =a 


xea? | +C, 


例 33 中 及 后 一 修 等 导 由 HMRC As 的 函数 ， 用 到 了 三 角形 
法 ， 
类 似 违 ， 有 下 面 的 结果 


j V xt + aldsx => x? ta’ 


+n lar a Fa] +C, 


§ 3 NEBR RA IE 


前 而 详细 讲述 了 计算 不 定 积分 的 基本 方法 ， kisa 
数 的 积分 法 ， 

一 “有理 函数 的 积分 

育 理 省 数 是 指 由 两 个 多项式 的 商 所 霄 示 的 函数 ， 
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R(x) = Pale) asa" ays" to tan eben 
Qa) box tom FFE Fb 


其 中 ， my n 是 非 负 整数 ， Gow Gis ‘s Gabo. rs mets b 85 Æ 
338, KHASMWRP.ADSICIZARACAR, Hea. +0, 
b Í = 0. 


Amni, R(x) = ER 为 有 再 假 分 式 ， 


Paix) 
mn f, RAC) OGO 为 有 理 真 分 式 . 


由 初等 代数 知道 ， 利 用 多 项 式 的 除法 ， 有 理 假 分 式 总 可 以 化 成 
一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 之 和 的 形式 ， 例 如 


4 a I ; 
AER att + TEL L, 
x" —1 一 


多项式 的 积分 是 太 家 都 会 求 的 ， 因 此 ， 育 理 函数 的 积分 问题 转化 成 
为 实 分 式 的 积分 问题 . 
众所周知 ， 实 系数 的 一 元 #5 次 代数 方程 ， 
tebe be | 1 
在 复数 域内 有 “个 根 ， 且 上 只 有 于 个 报 . 并 且 当 方程 (1 ) 有 一 个 实数 
Hom, FHC 1 ) 左 边 的 几 项 式 就 能 分 解 出 一 个 一 次 因 式 , (x 一 a)， 
BABA PT RMR etic. PARR, HPO) 
时 ,方程 ( 1 ) 也 一 定 存 在 着 一 个 共 红 的 复数 根 a 一 i, 则 方程 (1 ) 左 
边 的 多 项 式 就 能 分 解 出 两 个 因 式 ; (x 一 Cati8)) 和 [x 一 (a 一 扔 ))， 
P T S HELL SK. 这 两 个 因 式 可 以 化 为 一 个 二 次 国 式 : 
lam (aTi) la amih a? —2axt la tHe) £ 
Tay wv . = x*+ pata, 
这 里 ， p=~20, g=artp?, pidge Ard, te Keg 
BR, SVR 1A k JERS EREM H, FE 
(1 ) 的 去 边 的 多 项 式 就 能 分 解 出 形 如 (x 一 的 "前 因 式 来 ; 而 . 当 - 方 程 
. 274: 


Eman >, Herb Åi = (ea, is. <a, he nt + patga) i 
(itp ntass, Kai C s=1, 2, +s r). pis q; € J=1, 
2, +, h ) ARM, hn yE %, H pi—44;<0. WEHA 


有 (xz) 可 以 分 解 为 部 分 分 式 之 各 ， 


=P, GD A, Arz 
Rex) Q. (x) (x—a,) + (x-a) + 


Ay 
+ (x—ay,)Ëi 
B, B: .... Bye 
+ (x— ay) + (xa)? +. + 《区 一 Gr)Re 
人 十 天 | “+ 十 Ce x+ D +... 
(x+ p x+ q, ) (x2+ pista)" 
Caxt D, | 
Cx? + pax Tas ' 


BEB, Ais. Ass Bis oy Bies Cis Esp Dis Du 5J 
为 常数 《 GERARD, 

对 于 定理 1 ， 应 当 注 党 两 点 ， 

(1) 若 契 分 式 移 分母 Q,(x} 中 有 因 式 (x 一 o)*， 则 分 解 语 必 


含有 下 列 上 个 部 分 分 式 之 和 ， 
A, Ares aA 
Cat rt 


Hetk HES, g, Ay, Az, <. AMBER, MWRR=1, 那 
么 分 解 后 只 含有 一 全 一 


-《2 ) 车 真 分 式 的 分 母 Q,(x) 中 有 因 式 (x: 十 px 十 gy?， 其 中 
Haili 刚 分 解 后 必 会 有 下 列 疡 个 部 分 分 式 之 和 : 


C.xtD, + C, x+ Di pase C x+ D. . 
a tato tp 
AH k 为 正 整 数 ， P. q. Ci. Cr.» Hra Ces Dis Day a DL 
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是 常数 ， 如 果 h 二 1, 那么 分 解 后 只 含有 CTD, _ 
x+ px+ g 
当真 分 式 的 分 母 已 经 分 解 为 因 式 的 乘积 之 后 ， 把 它 分 解 为 部 分 
分 式 ， 内 舌 要 做 两 件 事 ， 一 是 根据 定理 工 正确 地 写 出 该 真 分 式 的 全 
部 部 分 分 式 ， 二 是 用 待定 系数 法 或 其 它 方法 ) 确定 出 常数 ， 最 后 


得 到 真 分 式 的 分 解 式 ， 下 面 举例 说 明 具 体 的 分 解 方 法 . 
鲍 1 把 一 5 一 3 一 -分解 为 部 分 分 式 . 


XO? 十 一 
i 2% = 2 x 
xt—x2+x—1 (x—1)(w2+1) 
= fA Bx+ C 
x 一 1 + x+ 1 
= AED +(x—1)(Bx+ O) 
(x<—1)(x2 +1} , 
a At Bizit Bxt+ A—C 
cxli? +1) 
可 知 
2x= (AT Bx? Td (C B xt A—C. 
比较 系数 有 
A+ B=0, 
C-B=2;, 
A-C=0, 
bid | | 
=1, B= l], c= 1. 
于 是 得 O 


2x 1 + —y-F1 


x x x—1 x 十 1° 


1 、 
A2 # (x—1)? GED) ata) ARS RK. 


277 。 


i _ A B 
8 aD iDa x1 Gp? 


C D 
+49 ta 


为 了 确定 常数 4、 巨 ，C、 万 ， 通 分 去 分 母后 有 ; 
1 一 4ftx 一 13(x ttita + Ble $2) Oe $3) 


+Cix—1) (x+3) + DO 124042). (2) 
Ay =m 1, 代入 (2 RIB Ty 令 x 二 一 2， 代 入 (3) 起 得 
C=, & x = — 38, 代入 ( 2 RED =--> 最 后 可 确定 出 ; 
_ T À 
A= W. 
1 | 一 了 1 


[一 15 二 2 二 和 ”Tt 一 1 二 
+t _ 1 
ETD ]6( x + 3)° 


E patatia tl pp ie, 


x° + 2x8 + x 
fi 3xt tx tst ti 3X4 十 % tax? +1 
x° +225 +x x(x2+1)2 


=á} Bart Dx+ E a 
x x+ I (x° + 152 
通 分 
Satta? t= ACI Ft i Bat C)x(x* +1) 
+(DxtE)x 
= A+HByx* tC t ZAFB+D) x! 
+ (C+ E)x+ A. 
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比较 系数 得 


At+B=3 , 

C=1, 

2AT+ BT D=4, 

C+E=0, 

A= 1, 

HH, A=1, B=2, C=1, D=0, E= —1. 于 是 

Batt att 4x? bi bi 14 2etr _ 1 
x°T2x`dx x x? +l Cx? +1)? ` 


2 FHKRERS 

RRA EB ES 5 P SL wR A 26 351 J; 3 K, K W 2y AHR 
M, MERRARGLRARFCRSRH. Alt, AERAR 
AES Ti y KAS y, HFARSADUSRAB SD 2 í = 
和 ， 最 终 就 把 真 分 式 的 积分 问题 归结 汶 下 面 四 种 类 型 约 部 分 分 式 的 
积分 问题 ， 


A 
— dx: 


of- A = dx. (n>1); 
x—a) 


caf Bat C — oo i Cp? tg <0); 


x’ t px ç 


Bx+ C s `. 
wf Cx? + pato" ese dz, (p'—4g<0, nel). 


这 四 种 类 型 的 积分 均 可 用 基本 积分 法 求 出 . 


aof- 


Z -dz= Aln |x—al +C, 
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(28 n> 18, 


d(x—a) 
{4 (x— p =a | e 


_ <A w = . 
t ay! "*—+ C; 


(3924p? —4e< 0 Bt, 
Ba tC 


1 2Bs+Bpt+2C—Bp dv 


et pata 一 x° + pag 
_ B 2x+ p sC Bp 人 一 二 二 dx 
全 | 一 学 和 一 “xi + peta. dat x? + px q 


= B [ dtt px+g) 十 2C— Bb 
z? xt px +g 2 


Dy” 


B 2C— Bp 
Binet pat + POSE acts Fee z +G 


(4 4p — dga, Hn > lB, 


Bate 
Kya dx 
= 1 f 2BxtBp+2C-Bp 4, 
2 Ct px-- g)" 
| 2x-+ p 
G + px FQ” e+ patg” S 
2C— Bp. | 1 
+ 2 (x? + px+ q)” dx 


_ B d(x? t pata) 42 2C— Be 


2J (x?°+ px+ q)" 


* 2B0 - 


-m — —_ — p — - 


J EE yt ye 


_ B ,, -e 
SO (x° + px+ q) 


2C— -2e f 
+ CETOL du 


这 里 ， 设 =+, anv MP 


只 要 再 求 出 积分 (ards, NARMS PJ BE É SW 
RT. 若 令 T.= (yrds WAS 


. 1 
= — — 3)1,- 1 (3) 
I, 9q7°(n—1) [ Cu? F any T(2n—83) } 


下 面 ， 给 出 递 推 公式 ( 3 ) 的 证 明 ， 
一 | 1 _ 
ne | Gi Fan u 


Fe gt x: 
Ta Su 


- 1 {_ 1! . -4f u? 
aš aged a? aita ds 


=l í l udu” ta?) 
a "' 2af (gia) 


1 ats es 
= a? 了 1 一 PE [aig f dto) | 
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aa t 8a? Gn) L Ge? Fat) 


-| rr rr | 


1 


= 了 _， 一 _—  _—_  _  ， 
了 "9a? Ci—n) tte ] SE: 


=- l 8 _ 3 
eil (spa sys T (2n— 3)1,_, |, 
对 于 # 一 1， 有 
n= | pgs dua Garces tC, 
n> 1, WAR HEAR( 38 


hole th 


wl f 8 _ 工 a 
mal Gite) la artes |+ Cs 


I,= +31, | 


— 
40? L Cu? ass 


eee ty 
da’ L (uw? tat)? 2at(s3+ az) 


Ic, 


3 Arct 
at Ë 


有 了 过 推 公式 ( 3 )， 无 论 z 为 任何 自然 数 ,积分 | ds 


总 可 以 计算 出 来 。 到 此 为 上 第 (人 种 情况 的 积分 | < 人士。 dx 


C p'i—4q<0, n >l) 已 经 解决 了 .从 而 真 分 式 的 积分 问题 以 及 
有 理 函 数 的 积分 问题 也 就 解决 了 。 
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8 由 例 1 和 第 (3 s ) 和 类 弄 的 部 分 分 式 的 各 分 公式 ， 有 
2 _ 1 —x+1 
f Pn a dx -|G — 1 + x2—+ 1 Jax 
一 la |x—1] 一 二 la(x? 寸 1 


tarctgx+C, 


Sat tat tae? + 1 
"s 求 | x° bon? + x 


M HAS 及 递 推 公式 (3 ) 可 得 ， 


| -dx 一 上 [Er -Ajax 


dx. 


= ft. -| i _ 
j: det | 8 5 十 了 det | aap +i d | ty dx 
= lna Ix| 十 ta(29 十 了 十 aretgx 一 二 | Sot aretga |+C 


= Jn ]x(x?+1) | 十 去 arctgx 一 + C. 


— x _ 
2(x'*+ 1) 
He R xpath ay, 
解 BRBRE-—-TRSHK, HHEHLASMASRE RZ 
M: 


ts 
2 2x—1 +— 
Tü 
x = x 
x—1 K(x—1I)(x"+x-+1) 
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3(x—1) | 3¢x7? +241) 


wA 
2x*— x? —x+1 =Í _ 
| — — = dx | (2x i> 
1 x — 1 
3€x—1) ax Fa FD stay | 


ay 1 lll 2 
x'— x tinla aL yin 十 zx 十 1) 


p 2x 二 1 1 
一 3 arctg Ua ire 
= yt yt ty, (87D? 
x? — x+ A ln | 


+¥Sare tg E+, 


雇 上 所 讲 的 ， 基 计算 有 理沙 数 积分 的 一 般 方 法 ， 但 对 某 些 特殊 
情形 的 有 理 函 数 的 积分 ， 则 不 需要 用 这 种 一 般 的 方法 ， 例 如 对 积分 


[oi dx， 直 接 用 换 元 积分 法 计算 就 要 简捷 得 多 ， 


[3 dxo lt (_dG@?-D — =I ix? 1] +C. 


= 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 

芋 角 冰 数 有 理 式 是 措 由 三 角 函 数 及 常数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 
所 构成 的 函数 ， 由 于 tgxy、ectgX、sec%、cscx 都 可 以 用 sinx 和 cosx 
的 有 理 式 表 示 ， 酚 此 ， 三 角 函 数 有 理 式 都 可 以 化 为 只 合 sinxX 和 cosx 
HABER, BAS Rsinx, cosx) 表示 内 对 sinx、cosx 及 常数 进 
行 四 则 运算 所 得 的 有 理 式 ， 则 下 面 的 式 子 : 
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x . 2 
8 PARRY = tgs M sina — o- 


i Sia -3 = 2 
cosx= T Fg?’ dx Td 


于 是 
1 = | .2 
Qsinx—cosxt3 dx dy _ 1 au + 3 1 $74 
1 +a? 1 +g’ 


= | party du 
du? tdut32 


-| te) 


i 
ars 


1 


~ 


2 


= arc tg 


HC arctg(2e FI) + C 


= arcte( aig + 1 )+c. 


REE RA A HIBS. LETC LAR A ED RL, 
但 却 不 是 最 简捷 的 方法 ， 例 如 ， 对 于 积分 [RCtgx)dx， 就 可 以 利用 
民 换 s 一 tex 来 处 理 . | 


2 [#oae az. | 


BAe Riku=texs Wa=arctgt, dx= du. TH 


_1 
1 Fy? 
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f Rigadda= | Rao 7 1 zdu, 


katina maw, CE 的 有 理 画 数 ， 积 分 出 来 之 后 ， 把 变量 
4 换 回 tgz， 就 得 到 所 求 的 结果 . 


l text tex 


— q—. _ i 
Ñ Suter, Wx—arcigus dx 一 了 sd. 
于 是 


text te? x = | u(i+u2) . 1 
f 3+ te? x dx 3 +n? ia? 


=| ü a =l [| diets) 
u* + 3 2 n: + 3 


=G +3)+ C 一 二 la(tg2x 十 3) 十 C 


除了 | Rdtgx)dx 这 种 类 型 之 外 , 当 被 积 函数 中 仅 合 sinsx，cossx 
C 或 sin2x，cos2x ) 的 有 理 式 时 ， 代 换 #= tgx 也 可 以 使 用 ， 这 是 天 


为 


Š 
Risin’ xs cos’ a) =F (4 ESOS 
R(sin2x, coso =R (Sapa +s). 


1 
adhe *| aa dx. 


1 —xš da 
= i — 一 一 = 
M Su-itex, BW cos2x Fw dx IF; 
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TR 


lets dx = j- _ l + du 
5+deos2x s+4i-x 1 +y’ 
1 +u" 


={_! j= # 
[ass 


一 a rc te(> tgx J+ C. 


三 ”两 种 无 理 西 数 的 积分 
有 的 无 理 函 数 的 积分 ， 经 过 适当 的 代 换 之 后 ， 可 以 化 为 有 理 二 
数 的 积分 ， 这 里 ， 介 绍 两 种 无 理 函 数 的 积分 . 


1 fr(x, (24% az 其 中 > 2 为 自然 数 ，。 b, 
c, ARE BM oo 


fiH: = Jax hb, i) x = ht 6 


act 
daw tbe at, FR 
i ate (5 
fal Sy) dx 一 J r( a—ct” t) 
. nlah—bedt 


lazet f 
上 式 右边 的 被 积 画 数 ， 已 是 变量 1 的 有 理 函 数 ， 积 分 出 来 之 后 ， 
把 变量 ! RE \/ sz 二 请， 就 得 到 所 求 的 结果 。 上面 的 讨论 中 , 当然 
包括 ==-0，1 一 1 的 情形 ,， 即 包括 了 | REx, ，&55 下 5 )dx 的 情形 . 
r 1 Tx 
mio 来 | 二 /< 
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m maa =E, 则 4 = 


=—— 2 
dx Gia? dt. FH 


fave a za fares (= -rty 
La 


= — 2t-—|n +C 


i = 
1 十 1 


= 一 2 fits —in 


—  _._ 4 
1 + x 
(JE) Fe. 
8411 求 | —— Tl dx. 
(3x+ 15 
E ERK: = s3x+i, W 一 于 (一 1)， dx=t°dt. 


于 是 


x + 1 _[ 1f{t*-1 
| 一 一 dx = | (3+ +1)idt 


3 | (z T+2)dt 


1fil 

=+(+t*+ 2t)+C 

=l igxi txt DIFC, ! 
12 5 . f 


2 | Rex, a” axittbhxte Idx 
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计算 这 种 类 型 的 积分 , 通常 部 是 先 对 二 次 三 项 式 ax* 十 bx 十 c 进 
行 配方 ， 然 后 经 过 三 角 代 换 ， 化 为 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 ， 下 面 举 


fA HA, 
x 
412 *|—; = = dx, 


x 
er (| 
“ j; 12x—4x2 * 


“Iy yU 


t 2 | 
一 一 3 VG) 
-让 dt ANE z dt 
2 
= 一 二 一 + 全 aresin 可 十 C 
2 
JEG Heeb) 


1 
2 
一 二 — L? . 2x—3 
= x V 3% x Ty arcsin 3 +C. 


j 
w | ee 


_—— 1 _ is- dx 
m jz dx jz 2—(x+1)? 
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_ d(x+1) 
vee 


= arcsin} ° Lc, 


w *|— a 
dx 
M j eve 


` dx 
1 十 w(x 二 1)? 十 1 


xTl1= gt (sec? dt 
1 tv (tet)? tt 


= sec 2 £ 
j TTsect Ë 


1 
= | — —IUUN: 
cos*tft+cost 


-~{fi- 1 _ 
I 1+cost jd 
= | :eerdt- 二 | sse dt 


= Jn |sect Figt| — test C 


由 于 
xti=igt, sect=/Cxt1)? +1=/ 2° +2242 , 
at m= l—cost _ sect—1 vx? texte — 1 
Ea sint igt *% +1 ° 
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dx 
Jago See 1x 十 1 十 vx +2243] 


雪人 十 2x 十 2 一 1 
ti tC 


对 了 于 某 些 含有 二 次 根 式 的 不 定 积 分 ， 还 可 以 用 倒数 代 换 来 作 。 


例 15 求 | IWS» Cx>>1), 


M PBR, E z 一 二 ， 则 a= dr, FR 
| a | 


1 
= — — T i] É 
f> s= rd 


™ 


1 
= — — ee 
|=— d(t+1) 


= — arcsin (Fi +C 


+C. 


2 
— _ . x +i 
= arcsin 

2% 

Gor 
例 16 [ere a, (0<x=<a). 
解 Rasis W dx 一 一 二 dt， 于 是 
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=- fttt- dt 


+ 
=! feart =i) dkast 一切 


2a? 


一 般 地 说 ， 合 数 代 换 适 用 于 下 面 两 种 类 型 前 积分 ， 
1 

|== | et 

本 章 介绍 了 不 定 积分 的 概念 以 及 求 不 定 积分 的 方法 ， 主 要 介绍 
了 基本 积分 法 ( 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 ) ， 并 对 有 理 函 数 、 三 角 
函数 有 理 式 及 两 种 无 理 渤 数 的 积分 进行 了 研究 ， 对 其 它 的 求 不 定 积 
分 的 方法 ， 并 未 涉及 ， 这 是 因为 工程 技术 上 常见 到 的 不 定 积分 ， 往 
往 可 以 通过 查阅 “积分 表 ” 而 得 到 结果 ， | 

关于 不 定 积分 ， 还 有 一 点 需要 说 有 明 . 对 初等 函数 来 说 ， 由 于 它 
在 定义 区 间 内 是 连续 的 ， 为 此， 初等 函数 的 原 函 数 一 定 存在 ， 诺 当 
指出 的 是 有 相当 多 的 初等 函数 的 原画 数 ， 却 不 能 用 初等 函数 表示 出 
米 ， 当 初等 画 数 (x) 的 原 函 数 不 是 初等 函数 ( 即 原 函 数 不 能 用 初 
SBR), RL f(x)dx“ 积 不 出 来 ”, 所 调 “ 积 不 出 来 ”不 
是 说 (x) 没有 原 函 数 ， 或 原 函 数 不 存 在 。 而 是 说 f(x) 的 原画 数 不 
是 初等 函数 ， 这 样 的 例 卫 是 很 多 的 。 如 


sink cosx 1 
J x dx. J < dx. | Tax 2% 


feda, | sinz’dz 、 | cosx*dz. 


+ f — ; 
— * Ts _ 1 -ts 
|= = dx >= Ed, ck) 


这 些 积 分 ， 看 起 来 好 象 很 简单 ， 实 际 上 它们 都 是 “ 积 不 出 来 ”的 . 


S4 积分 表 的 使 用 


不 定 积分 的 计算 ， 比 起 导数 的 计算 要 复杂 得 多 ， 有 时 还 需要 一 
定 的 技巧 ， 为 了 应 用 方便 ， 人 们 已 经 将 一 些 常用 的 不 定 积分 汇集 成 
表 ， 称 为 积分 表 ， 本 书 上 册 购 最 后 ， 给 出 了 一 个 有 232 个 公式 的 积 
分 表 ， 如 果 这 个 积分 表 不 够 用 ， 还 可 以 参考 包含 更 多 积分 公式 的 积 
分 表 . 

下 面 ， 简 单 地 介绍 一 下 积分 表 的 使 用 方法 、 

《1 ) 本 书 上 册 最 后 所 附 的 积分 表 ， 是 按 被 积 函 数 的 类 型 排列 
的 .排列 的 顺序 是 : 有 理 代 教 函 数 、 根 式 代数 函数 、 三 角 函 数 、 反 
三 角 画 数 、 双 曲 函 数 、 反 双 曲 函数 及 其 它 超 趋 函 数 ， 

因此 ， 在 使 用 积分 表 时 ， 首 先 应 当 熟 悉 积 分 表 中 各 类 被 积 逊 数 
的 排列 顺序 ， 当 求 某 个 不 定 积分 时 ， 可 根据 这 个 不 定 积分 的 被 积 本 
数 的 类 型 ， 在 积分 表 的 同类 型 函数 中 ， 查 出 相应 的 积分 公式 来 . 


例如 ， 求 | 一 -二 dx, 由 于 所 求 的 积分 的 被 积 函数 是 有 理 
函数 。 在 积分 表 中 查 出 的 相应 积分 公式 为 
dx -l Lb atbx= . 
an fz (atbx) ax kx Ing e 


H+Ta=2, b=1. Wing 


=_ 1 sl,| +2 
Ax Ltda x +C, 


| cs 
x? (x42) 
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(a? bi), 
这 两 个 不 定 积分 的 形式 也 相同 ， 但 是 公式 (141 ) 只 适用 Fab’ 
的 情形 : 而 公式 (142 ) 刚 适 用 于 ao?<<5? 的 情形 . 
(下 ) 有 时 所 求 的 不 定 积分 不 能 在 积分 表 中 直接 查 出 ， 需 要 经 过 
一 次 或 几 次 变换 ， 才 能 化 为 相应 的 积分 公式 的 形式 。 有时， 所 求 的 
不 定 积分 在 积分 表 中 以 递 推 公式 的 形式 表示 ， 这 就 需要 重复 使 用 几 
次 递 推 公 式 ， 才 能 求 得 最 后 的 结果 . 


1 
eee 个 不 分 +. 


能 直接 查 出 ， 但 考虑 到 这 .个 不 定 积 分 的 被 积 函 数 含 有 根 式 
v ttxt s, Reue, WARAS aa 十 2 十 2 He 
式 ， 而 在 积分 表 中 ， 可 以 找到 含有 这 类 根 式 民 数 函 数 的 积分 公式 ， 
TERREA, =x, PRB 

KY ytt +2 25 4v wld2u+ 2 
在 积分 表 中 查 出 相应 的 公式 (94 ) 为 


on |== 一 —— (Xt 


HEX =atbetex’, FRB 


dg. 


b 
ae ) (a>0), 


x. xt +25? +2 2) Hv 2 十 28 十 8 
+C 


一 一 万 一 一 =] 


yp Te +, 2 
/ 2 8 2 


“2 


a V tint te +. 2 
ass (228 Ta T 2 t) +C, 


又 如 |sin-*xdx。， 在 积分 天 中 有 如 下 的 公式 
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(118) | sin?" dx= Í (l—éos?x)"sinx dx; 


(121 jane =— sx 
) antl dx 2nsin? "x 


us | 


Tat i 


对 不 定 积分 |sin-*x dx， 只 能 使 用 公式 ( 121 ?而 不 能 使 用 公式 
( 118 ) ， 因 为 在 这 两 个 公式 中 ， 常 数 # 规 定 为 正 整数 ， 应 用 公式 
( 121 ) 一 次 ， 得 到 


j sin "yda = ose 4 | sin- Sx dx, 


memnon saa (121) 得 


f sin-*xax = SOSH 
2sinx x ++ Sinz’ 


marana La a 有 


| 也 -axz=inlesez~cetgxl+c， 


Sin X 
于 是 ， 最 后 得 
. 9g cosx cosx 
sin "x da= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
f 4sint x 8sin2 x 


+210 |escx 一 ctgx| +C, 
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定 积分 是 微 积 分 学 中 的 一 个 很 重要 的 基本 概念 。 本 章 先 从 两 个 
典型 实例 引进 定 积分 的 燃 念 和 性 质 ， 然 后 再 讨论 定 积分 的 计算 和 应 
Aa. 


$ 1 定 积分 的 概念 


一 ” 定 积 分 问题 的 两 个 引出 

1 蛙 边 梯形 的 面积 $S 在 初等 数学 中 ， 已 经 会 求 三 角形 、 官 形 、 
多 边 形 等 平面 直 边 图 形 的 面积 。 对 于 平 画 上 曲 边 图 形 的 面积 ， 除 了 
ANAM BM HR, MEA. 

FHHWMAS, BEARER. PRK BID PE 
形 面 积 的 求法 . 

在 平面 直角 坐标 系 xoy 中 ， 遂 常 把 由 三 条 间 线 ，x 一 0 x=b, 
ox 轴 及 一 条 连续 的 牛 线 3 一 f(x) ( f(x>2° 0 所 围 成 的 图 形 , 称 为 
ARE. Port LE EEC, DORAE, MAAR 
y= f(x) ( asx=<<b ) A E h C El 6-1 >. 

FH 8 BI ZEB A f(x), FERS Cab] 上 是 变 
化 的 ， 不 便于 直接 求 它 的 面积 .注意 到 f(x) 是 连续 的 ， 当 x 变化 不 
AW, f(x) IARI, 

当 用 一 组 垂直 于 ox 轴 的 直线 ， 把 蛆 边 梯形 分 成 很 多 罕 条 形 的 小 
曲 边 梯形 时 ， 在 这 些小 曲 边 梯形 调 ， 高 度 的 差别 不 天， 就 可 以 用 一 
点 处 的 高 床 ， 近 似 代 替 小 曲 边 梯形 内 各 点 钼 的 高 度 ， 从 而 用 一 个 小 
拭 形 的 面积 ， 近 似 地 代替 水 曲 边 磁 形 的 面积 ， 只 要 曲 边 梯形 分 割 得 


. 298 > 


| y= f(xY 


图 6-1 
EBA, A PPAAY PHH PS EARR w Er ap in J. eT, PEEB 
面积 与 相应 的 小 曲 边 梯形 的 面积 就 越 接 近 . 所 有 的 小 知 形 画 积 之 和 ， 
就 趟 各 近 原 来 的 大 曲 边 梯形 的 面积 ， 最 后 ， 可 以 用 小 趾 形 适 积 之 和 
的 级 上限， 得 到 原来 的 大 葛 寺 梯形 的 面积 ， 现 详 述 如 下 ， 

(1) 分 割 | 

把 区 间 Cae,5] 和 任意 分 割 为 #4 个 子 区 间 ， 其 分 点 为 

a= Meee < ee ae 6, 

Bo TPF RE Cx , sR PEI Ax S x — xi i, G=1,2,%-, 
n), 

HEDA SC Tosh Be E W aE K MAD Rat pb 
HARE. So G eh BH un rep Rid WAS. (f=1,2,"… 0), 
则 . 

S= AS, 
#=1 . 

(2) WARE 

eT) AUR FP, DURE AA, JAC xt, xi) 上 
GR SCAR REA < Š C (x; sx) 为 高 的 小 年 形 的 面积 ， 


CEAxi 近 似 代 雹 小 曲 边 梯形 的 面积 ASt， 即 
AS. FCO Axis G=]; 25 ors S), 
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(3) $M 
把 # 个 小 矩形 的 面积 加 起 来 ， 就 得 到 大 曲 边 梯形 面积 5 的 近似 
fe: | 
Sa Fl AX HFE pA te FICE Ate 


S= D f(L)Ax. 


jal 
(4) BORK 
一般 地 说 ， 无 论 = 多么 大 ， 各 子 区 间 的 宽度 Au 多 小， 和 式 
> FA%i 仍 然 不 等 于 曲 边 梯形 的 面积 8 ， 它 只 是 # 个 小 矩形 组 


gel 


BA € Br 3 hb TR. 
车 把 区 间 [a,5) 的 分 割 无 限 地 变 细 ， 使 每 一 个 于 区 闻 的 长 度 


Ax RATT, 则 台阶 形 的 面积 少 ，f(EDAx 与 曲 边 梯形 的 面积 信 


{=l 


的 差别 就 越 来 越 小 (图 6--2 ). 
为 了 求 出 5S 的 精确 值 ， È maxAxi=hy WE DNE l 5) 


采取 柯 种 分 法 ， BAH RCE RA Ce a) PORK, 只 要 分 
HEREA, 当 % 一 0 时 ,和 式 祖 ; (EAx; 均 窑 在 唯一 的 极限 ， 
则 这 个 极限 什 就 是 曲 边 梯形 的 面积 S. 


- BD 


S=lim > f ce O Ax, 


i = 


2 ÇELRZJHRP: 设 物 体 作 直线 运动 ， 速 度 为 , 求 
从 时 刻 1 一 6 到 := 一 5 时 物体 所 走 过 的 路 程 . 
如 果 速 度 ” 不 变 ， 物 体 作 匀速 直线 运动 ， 路 程 s ST RERY 
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CEE Xi Š No Ax rb — x” 2 
6-2 
$=ulb—-a@), 

DZS BM APRA Bes, AE o 随时 间 上 而 改变 。 即 
U = (t) aK KA ) at pEPE DS 2. SERENA (a. b) 
上 所 走 过 的 路 程 s、 解 闫 这 个 问题 的 办 法 与 上 面 求 曲 边 梯形 的 面积 
相似 . 

(1) 分 割 

把 区 闻 (ec, 引 任意 分 割 为 3 个 子 区 间 ， 其 分 点 为 ; 

GE 

— PF Roi, CORR BCAAs ti t i (í=1,2, n). 
物体 在 时 间 间 也 Le,5) 上 所 走 过 的 路 程 s， 等 于 它 在 各 子 区 间 时 间 
A(t, LTE RBA 7A CA E-3 >. 

(2) MARE 

Ei — PRM E Ct tk, DEEH AGAER Eo) 
FRAPS — ERBER ARER, a ER — BT AE 


As BE RUE: 
As ol Ata (= ls 2. sory m), 
. “| ` * . v ( ë ) _ 
‘Qa tk ha u tm b — xj 


E 6-3 
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(3) 求 和 f 
JO LAY n ASHER, PBB s aT phi, 
so Ati tos At, tt ot Ad, tote At, 


= > y(t)Ats, 


£ =1 


(4) KER 
MAS, CFR, GREED, ZK OAR 
分 下 去 。 如 果 无 论 对 [ce 区 采取 何 种 分 法 ， WHEL HE (ts 1 “°F 


MARE, BAS max Ate BASON MI 之 (5)A8 存 在 唯一 的 
极限 、 则 这 个 极限 信 就 是 路 程 s 的 精确 值 ， 即 


£ =lim > ve) At. 
$i 


= #£ASHER 

前 面 讨论 的 两 个 实际 问题 ， 一 个 属于 几何 学 ,一 个 属于 物理 学 ， 
尽管 它们 各 自 的 具体 内 容 不 同 ， 解 决 问 题 的 方法 却 相 同 ， RRR Ee 
县 上 都 是 求 某 一 个 整体 有 量 ， 最 后 归结 到 所 求 的 量 都 是 和 式 的 极限 ， 
类 似 这 样 的 实际 问题 还 有 很 多 、 我 们 撤 开 它们 的 具体 意义 ， 抽 象 出 
它们 的 数学 结构 ， 便 得 到 了 定 积 分 的 定义 . I 

EM WBA ER Als.6) LAEM, ERAR 

a cee x, = 6, Æ KA 
la bD an TFE Ce, ti), CF H1,2..n). WAx=x;— 
Mink. eT FR Cx, x.) EFERR— A.C, € (xing, i), 
(ERR FUL Ax, € § =1,2,-.n) BAR, 


> UDA, 


ii 


Bh=max Axo MRERHEM ORAM, URGE 
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(xi. x PAB, REY om, at SLAs AF 
确定 的 极限 伪 T; E 
7 =lim 之 FAx, 


MPERA Ae fC ERKE b ERER, A 
T=lim D fttoda= | Fda. 


RH, {RARER Jnd AAM, x 称 为 积分 变量 ， 
CHRARATR, b RARS EB, (Co, I MARDER. 

ERA EMA RA “e—édé” AR. 

设 有 常数 了 地， 如果 对于 任意 小 的 正 数 e, 总 存在 状 正 数 6, 使 得 对 
于 区 间 (a,6) 的 任何 分 法 ,只 要 max [And =)M<0, WILE L 1 5x0) 
怎样 选 取 ， 总 有 


D f EV Ax —I 


=1l 


WII 是 fx) 在 区 间 Ca,5) 上 的 定 积分 . 

定 积分 | 1(x)dx 表 示 了 和 式 D, f(EDAxi, 当 一 0 时 的 极限 
值 ， 由 定义 知道 ， 它 是 一 个 确定 的 数值 ， 这 个 数值 仅 与 被 积 函 数 
FORRA OA. MERAARRRBAS, LEAX 
积分 区 间 (a,6)， 只 把 积分 变量 * 改写 成 : 或 者 # ， 这 时 此 和 式 要 
限 了 的 信也 不 会 改变 ， 即 

j flade= f? faydem [| fo du. 

这 说 明 ， 定 积分 的 信 只 与 补 积 函数 和 积分 区 则 有 关 ， 而 与 积分 变量 


HEER. 
RRS j Pada KERSE b ENR. 由 


< 


03， 


TASH eM. TE bh LDR BRS (x), Hh lab) 
Lea ES, Dera REM A BER, 

EFESE leb ERENER LTR, ROE 

CDOS OOE lab) LER, WIO b ELAR, 

(2 ) 荐 fx) 在 La,5) 上 有 界 ， 且 只 有 有 限 个 季 断 点 ， 则 f(x) 在 
(a,b) EAR, 

C3 8 /( «Ele. b LEB ARH BR, MOO. b) E 
可 积 . 

上 面 三 类 函数 可 积 的 充分 条 件 的 证 月 ， 可 用 到 实数 的 完备 性 和 
FART LASERS HE, Hee, MRE. 

861 | GER AK Pl eB C Dirichlet ) BR 
1, x REET, 


0, x 是 无 理 数 ， 
在 任意 区 则 (ac,51] 上 上 都 是 不 可 积 的 . 

证 明 用 分 点 a 二 xo 二 把 区 间 (a,6) 
i aa Rais a, CF 二 1 2, n) Et F RM 
(Hi-res E, RAE: | ， 

3⁄0 D SERS, WOS 1 (i 二 1,2,… sn ) 。 对 应 的 和 式 为 


Di x= | 


> DE) - Ax; = > Ax =b—<a 
i= £ =1 
可 知 其 极限 仍 为 6~o. 
如 果 &; 为 无 理 数 ， 则 DD(50) 二 9 Ci=1,2.5n>, A RAS 


为 
> DED + Ax. = 2) 0+ Ax=0, ' 


gal irl 


这 时 ， 其 极限 为 零 。 
-304e 


| ‘Fd, 


《图 6-4 ).， 

HfS 0 时 ， 由 曲线 了》 二 f(x)， 直 线 * 二 40， a=b jox 
铀 所 图 成 的 曲 边 梯形 CDB.4 位 于 ox 轴 的 下 方 《 图 6-5 ) 。 此 时 ， 
定 积分 (x*)dx 在 几何 上 表示 了 曲 边 梯形 面积 的 负 什 ， 即 


图 6-4 图 6-5 


{fax=—5 


当 f%) 在 La,b8) 上 有 了 时 为 正 ， 有 了 时 为 仙 时 ， 则 曲线 = 了 (x) 有 
时 在 cx 轴 的 上 方 ， 有 时 在 ox 轴 的 下 方 . 若 对 在 ox 轴 上 上 方 的 Ej 形 的 
Tat BARK LL IES ; Hogi FAN BEA MRR AR. 这 时 , 定 积分 
(fedex Li L255 T ox, WR KIO) RB RAS 
s=6, *=b 7H SRO EMR Re C El 6-6 ) ,如 
在 图 6-6 H, 有 
Í /ceod=s,—-Si+S,-S.+S,. 


. 2 由 定 积分 的 几何 意义 求 下 列 定 积分 的 值 ， 
C1) | ‘24dx C2) | vi dx. 
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R (1》 定 积分 2xdx 的 几何 意义 代表 了 图 6-7 所 示 的 
直角 三 角形 的 面积 ， 此 直角 三 角形 的 直角 底 边 长 为 1 ， 另 一 条 直角 
AKH, M 


| zz 881 1 .2=1 
oe x 7 — * 


(2) 定 积分 | vi 一 2 dx 的 凡 何 意义 代表 了 图 6-8 所 示 BJ OB 
径 为 1 的 四 分 之 一 圆 的 面积 ， 故 
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$2 定 积分 的 性 质 | 


为 了 进一步 研究 定 积 分 的 理论 、 计 算 和 应 用 ， 在 这 一 节 中 先 讨 
论 定 积分 的 性 质 和 中 值 定 理 . 

一 “” 定 积分 的 性 质 

ERI ABRs). go OBC SHLAA WAC) g( x) 
#(a,b) HAR, BA 

[iron + g(x))dx = j fx) dx + | 


证 明 由 定 积分 的 定义 有 


f: CFD £ g(x))dx “lim 2 CFL) £t gd Axe 


=lim 5 CFCC Ax t gli Ax) 


ivi 


=lim > fet Ant tim > gC Ax 


dei #=t 


= f finde fi gdz. op 


R2 ABRODAG HLTA, LAR. WERE 
在 (a,6) 上 也 可 积 ， 且 有 | 


b 
f [Rf damh | ods 


WA 由 定 积分 的 定义 ， 有 
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. ñ“ 
[lefcodxmtim D; efcoan 
* A ü 


i=l 


=klm D fx 


i-1 
= h f zoo. 
ge 
性 质 2 说 明了 被 积 函 数 中 的 澡 数 因子 ,可 以 所 到 积分 号 外 面 来 。 
性 质 1 与 性 质 2 可 以 合并 写 为 ， 
[lato + hg)ds = k [fede th ‘ged, 


(Hpk, AAR. 
ERS me (x e(e,8) EMR, Bika, b. € (a,B), 
WAL b. OMAN Ea, A 


| f(x)dx= j ` fader | Eade, 


TERR (1 ay a < 这 时 ， 点 5 ERAL, bA lae) 
Sle J ATER. MAAR OE PENE, MAE b) 
上 也 可 积 。 故 可 取 2 是 一 个 分 点 ， 于 是 有 


> f CS Ax = > PL An + > (La) Ans 


Ear $l] Frere Les 5] 


其 中 > ， x. 5 分 别 表 示 在 相应 的 区 间 上 分 市 求 和 。 
Fiama lAs] -*0， 取 极限 有 
| f(s) dx 一 | ` f(x) dx 十 j fn ds, 
PERE o < c < b 时 ， 从 几何 意义 看 ， 十 分 明显 (图 6-9)， 
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4 Codon, |’ Fods 4083883848 MR, = |” f(x)dz 
与 | fx)ax 代 表 的 两 个 小 曲 边 梯形 面积 之 和 . 
(2) 攻 4 <b<c, B( 1)%⁄ 


j. f(x) dx= j fC) dat | feda 


= [fends] fox) dx 


人 foodz= | Fendar | foa. 、 


WFO. b. 的 其 他 位 置 情 况 ， 如 ， | 
b<ace, b<e <a, e <a<b, e <b<a%, WMA 


HE, ; 
B2, Mes. b. çU xr mini, ERS BAR. 


ERMEROURORMAA S MES. 
eM 4 HOR Kx), gC) ŽE laba <b) EWA, ae 


Fisa), ÚH 
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Ë 
frw dx< f g(x)dx. 


GR WK ORO, HT fs gx, ALC) 
© g( fi) ( i=1,2,+ n ). 
BY 


> fd Aux 5 gED A 
Sra 0, TRR. ™ 


[i fcordex f oaz (a<). 
it 1⁄ 
ERM AP, 23 6 > 6 bf, TIEREN. 
推论 1 fx) 0 Ela,b) Eb af ABS 3k, m 


wa <b Ht, | f(x) dx>0, 


当 8 之 时 ， 全 feedz<o. 
推论 2 EAOa | LNT, Ul 
当 o <b 时 ,| ‘f(x)dx<o, 
n $ 
o Bma>b8, | f(s)dx>0. 
EMS BilHele, 5)(a<65 ER 8, MA 
x 
| firas 


”证 明 ` H 63488 kk Fi 
=~ fl EF, Coes 


<| "ical da. 


© Bile 


HED d’ € 
一 | Jf (x>| dx =< [rods | ' if <x] dx 
pp 


<f! Lf Cel dxs Cab). 


| EEE 
üE 16 
TEMG ERRAR ele, bacb FJ k KIM, W 
shim » 则 


mb—a)< | f(xrdx<M(b—a). 
证 明 因为 m= f(x =< M, xelas bjs 


所 以 f maas | feodas f “Mas. 


由 性 质 2 ， 得 
m | aa< | fvar<m | dx 
故 
mb—a) < | f(xdx<M(b—a), (a<. 
iE Ë 
TAT 改变 可 积 通 数 在 有 有 限 个 点 处 的 男 数值 ， 不 影响 定 积 分 


的 值 《 证 明 略 ) ， 

= ” 定 积 分 的 中 值 定 理 

1 积分 第 一 中 依 定 更 

定理 1 ARR». g(x)ËE(a,b) LER, Ag xls.) 
ETEB, MENRE ALE la b) 使 于 面 的 等 式 成 立 . 
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(few g(adda= HO) f CGO. (1) 


证 明 ”因为 f(x) 是 (a,5Y 上 的 连续 函数 ， 所 以 存在 起 KAS M n 
最 小 值 m， 使 
mF DSM, x€ lab), 
HFa OEH ETES, BHR gx) SO, KA 
mo(x)< f(x) * g(x) <M glx), x€ la bJ. 


积分 有 


Í mgtx)dx< | wie + g(x)dx <| Mg( de. 


b $ 5 
m | gixddx<[ ` feo + galda = M { ‘gdx. (2) 
BRELA, Wg a0 aLL, | gf xrdx>o. 
(1) ,g(x)4x 一 0， 则 不 等 式 ( 2 ) 给 出 


| Fea) + gD dx=0, 


这 时 ， 对 任意 的 LE (a,b), FRC 1 RY, | 
《2 voted | 0 ， 则 不 等 式 ( 2 ) 变 为 


,< 上 f(x) + g(x)dx 
Í g(x)d=x < 


HHJ) FES q sky jr A, AOR OO Elb) 上 至 少 


3 


* 313 = 


fax) (x)d< 
fede! ee tele b). 


[| Gaz 
Bp 
J reo oondz=f f goda Cela, b), 


Hoco 的 情形 ， 同 理 可 证 . 
ik 1 
2 积分 中 值 定理 ( 积分 平均 值 定理 ) 
定理 2 若 f(x) 在 [a,b) 上 连续 ， 则 至 少 存在 一 点 6 € lab), 
使 下 面 的 等 式 成 立 ， 


(fdx=f60) (6-0), ¿€ (o b). 
u BF 在 积分 第 一 中 全 定理 中 ， & gi x)= 1, WA 
| rooaa= fa f da= f Oas Lela, 63.) 


iF Ë 

由 此 可 见 ， 积分 中 值 定 理 是 积分 第 一 中 值 定理 的 特殊 情况 ， 而 
积分 第 一 中 人 定理 则 是 积分 中 信 定 理 的 推广 . 

应 当 说 明 的 是 ， 在 积分 中 人 定理 中 给 出 点 上 是 在 闭 区 间 {fa,6 上 
取得 的 。 更 进一步 的 讨论 ， 可 以 断定 ， 点 4 的 值 可 以 在 开 区 间 (o,b) 
内 取得 .也 就 是 说 。 积 分 中 值 定理 也 可 以 叙述 为 ， 

车 1(x) 在 (a。.5) 上 连续 ， 则 至 少 存 在 一 点 ECan), 使 下 面 的 
FARE: 


|: fxyds=f Eba)» LE ay b)» 


EMNE. 
6814s 


Z] 
xno" Y x+Ax b x` 


图 6-10 


证 明 当 x 有 增长 Ax(x 十 AxE (c,6)), BOC x PFE e+ Add 
HOt Ax) 一 | “feydt， 则 函数 四 (x) 的 增 量 A 帮 可 表示 为 
( LET 6-105 


AD= Q(x+Ax)— O(n) = [U foa f fode | 


= f fwar | foar | foar 


= j "fat 
= fC) + Ax, Cop sxt Ax Zia) 
故 
AD _ 
取 极 限 


Am _ 
lim An lim FE) 


a Azoti, ftmes, HFS ec.6) KES, LAA RRA 
BAS Cx), x ‘ 
* 216 = 


D’ (4) =lim 42 = f(x). 
BT Ax 


证 毕 
VAL RA, ME OR FI EREKE, WJ 


$x) = [ayat 


fC 2 A —_ B BR. 
证 明 . 定理 1 AR LST PEA 8]. 3E H RI ES 
Rf x) 存在 一 个 原 函数 | dt. 因此 又 有 


f fedas | foarte. 


这 个 等 式 表 明 、，fCx) 的 不 定 积分 ， 或 者 入 x) 的 任意 一 个 原 函 
数 都 可 以 用 变 上 限 的 定 积 分 来 表示 ， 
由 定理 1， 还 可 以 得 到 ， 


daome, | fdr)= rda. | 


这 说 明 积分 | roya Í f(x)dx 中 的 1(x)dx 与 不 定 积分 | foda 
中 的 被 积 式 一 样 ， 表示 了 x) 的 原 函 数 的 微分 . 

= #G@— ET ET ( Newton-Leibniz 》 公 式 

定 现 2 2PFONRER PS OOE b EB — DP 数 , 则 


人 Foax= Fo 一 Fo 


证 明 WEBI Ma x)= | f(t)dt 是 fx) 的 一 个 原 阔 数 ， 又 
知 FF(x) 也 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,因为 两 个 原画 数 之 差 是 一 个 常数 。 
所 以 


a 
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F(x)— O(x)= Gs 


即 
F(x)= D(A)TC 


于 是 
Fb) —- Fla =OCb)— Plo) 


= | fenar- | fd 
= f car. 


把 积分 变量 : 换 为 x<， 便 是 


| reod<=Fe5y— Feo, i 
b iE 1Ë 

定理 2 给 出 的 公式 ， [Fods FF). 称 为 牛 RR 
# E£ ( Newton-Leibniz ) 公式 ， 它 是 微 积 分 学 中 的 基 FAR, 
利用 它 ， 连 续 函 数 的 定 积 分 的 计算 问题 就 转化 为 求 原 男 数 的 增 量 问 
m, 

PRR EKAAR MRA RAR, FR IF (x) ZE(a, b) 
EAB (6)—F (Co), 通常 可 以 用 记号 F( x) ,表示 ， 这 样 ， AB 
FARM ALLA: 


f Fodar o. | 
m *| MZEE 
i E =c2%)-1%=31, 
例 2 | gria 
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E Sp =) 
N: Vib dx 一 arctgx | 4 ( 47 


= 


tela 


H3 È | "sing dx. 


8 全 sinx da=(~cosx) | =—(cost—cos(—™)) 
= ù. 
H4 Rf v itcos?x dx, 


N: jv 1-Fcos2x a= | `“ 2cos2x dx 


=v | ， leos x] dx 


av 9 [* cosxdz+ J p(-cos ds ] 
- 2[ sins|*—sinsf 
=2 2. 

x+ 1, #x =< 1, 


W5 8 /(x)= 1 


š - 
求 | f(x)dx. 
Pmt Faol, J. 


解 ” 因 为 f(x) 在 (0,2) 上 除 x== 1 间断 外 ， 在 其 余 的 点 处 均 连 
续 ， 所 以 fx) 在 (0,2] 上 可 积 ， 由 本 章 第 二 节 的 性 质 7 知 此 定 积分 
与 函数 fx) 在 点 x 二 1 一 点 处 的 什 无 关 ， 故 可 分 眉 计 算 积分 . 


J, Faas | feeda | Foda 


* 319 = 


ME a M 


-Ge 


He W/(x)E kšu sk, u(x). JOORIS, iE BA , 


AL Fad dt= of CaF WAD = G) fu). 
wR ”因为 


ec N) T #( r 
J fode f fatt | Pade 


egr} wok) 
= ftpd 一 | fidt 
所 以 
d eC) _ J -| 
<| fd | ” fade | fwar] 


dx 
=(- f roa) doer 


Ca f irena je 


=o’ (OF CeCe) aau OF aa. 
iE Ë 
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§4 定 积分 的 计算 方法 


咎 顿 - 菜 布 尼 兹 公式 丝 出 了 计算 连续 函数 定 积分 的 方法 。 AB 
能 求 出 被 积 函 数 的 原画 数 ， 然 后 分 别 代 入 上 、 下 腿 并 计算 出 原 函 数 
的 增 量 就 行 了 . | | 

”有 方法 计算 定 积分 是 一 个 方面 ， 计 算 的 方法 是 否 简单 又 是 一 个 

方面 . 在 这 一 节 中 ， 将 会 看 到 利用 定 积 分 的 换 元 积分 法 及 分 部 积分 
法 ， 不 但 可 以 简化 计算 ,而 且 对 于 有 些 不 易 直 接 求 出 原 函 数 的 定 积 
分 ， 也 能 计算 出 它们 的 积分 全 . 

一 ” 定 积 分 的 换 元 公式 | 

TRI RMR ) 在 [0 ， 上 5 ] 上 连续， 函数 XX =p) 
ta， 让 上 有 连续 的 导数 pg CI), Ht Ale, PY F t BF, git) 
Rf FEC G, b) EB. HHe(M=e¢, oC H+~b, WA 


5 ñ 
Í 'rooaz= | “Foto dr (4.1) 


证 明 AAxx), fip p Ct ) 均 连续 ， 所 以 (4,1) 式 
FS AG TE AS RE. 

BFFs Bf. ARER, SAARA DEAF )) 
BIP P OR Rae. REER-RPRRARA 


| fadas Fo) | =F Fa, 
及 
8 iż 
r A | = O CS, 


=F (b) 一 上 《oa 


* $21 ° 


f roas [pone car. 


T 
定理 1 中 的 〈4,1 ) 式 ， 就 是 定 积分 的 换 元 公式 。 在 应 用 这 个 
ARREN D, FRR: =p), 把 原来 的 定 积分 
[rex )dx 换 成 了 关于 新 变量 + 的 定 积分 |" SCP dt， 
其 积分 限 则 相应 地 由 (4 ，5 ) 变 为 Kx，p]， AR, RETER A 
ALO DIO ( t ) 的 原 函数 己 (p( + )) 之 后 ， 直 接 代入 新 变量 : 的 
上 、 下 限 相 减 就 行 了 ， 而 不 必 象 不 定 积分 那样 。 再 把 变量 :还原 为 
变量 < | 
在 不 定 积分 部 分 曾经 介绍 了 两 类 痪 元 积分 法 .对 于 不 定 积分 的 
第 一 类 换 元 积分 法 ， 相 应 地 在 定 积分 的 换 元 公式 (4.1 ) 中 ， 是 由 
右边 到 左边 使 用 公式 ， 而 不 定 积分 的 第 二 类 换 元 积分 法 ， 相 应 地 在 
定 积分 的 换 元 公式 (4.1 ) 中 。 是 由 左边 到 右边 使 用 公式 . 正 因为 
如 此 ， 在 定 积分 中 就 不 再 区 分 第 一 类 换 元 积分 与 第 二 类 换 元 积分 . 


Si 1 求 | "cost xsinxda, 
8 
RM Zu=—cosx, 4x=0H> u= l; 
当 % = h, w= 0, FE 


j > Acostxsinx dx= — j *Acostxd(eosx) 
4 0 


t= coss 


一 | "Au" du 
= | dut du 
= 


~ 322 ， 


82 Rf — ree 


解 kusy, 3%í15<<x< 48, 1<u< 2. Bx = 
时 ， u=}; x=4h, u=2> 于 是 | 


J === t 2udu =: [' dy 
.% + x igity 1# -+1 


3 
=la lut 1) | 

4 
“ae 


fi 3 求 | ‘o>0). 


eer 


s Waman (5<: <=), Wy 


f: dx — f + asec*tdt 
3 Tp 
-as 十 xs 入 -Za Fatige) 


4 R(x #e(-—a, a)( a>g ) KES, TE BA, 
(1 着 /(% ) 为 奇 画 数 ， 则 | fade =O, 


* 323 ° 


(2 ) 若 jx ARR, mf f(x )dx =. | scx ydx. 
证 明 (1) B(x ) 在 (一 0 ，4 上 为 奇 男 数 ,加 有 
f(—x)=-—Pf(x> 即 f( 一 x) 十 j(x) 二 0，xE[ 一 gqg a). TE 
F f(x)de= [° fdat Í ‘Fadas 
而 


x= —t 


J fonds - f 7-pdt= | fond 


= |“ dx 


nA 
i. f(xydx= N fj(—%x}dx 二 | ,fds 


= [otada 


= 0. 
(2) Efix El a , a) EABAR, WAJ x )= 了 (x)， 
BD f(—-x + f(x =2fcx), x€(—a, a), TE 


° feodas f" fGodx+ | fiadas 
。 _, . 
而 
f. fadam- a= f fed 
= | "Fada 


A 
in f (x) dx= f: f(— x)dx+ | Madde 
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£ s 7 
=| zf (sinyar— | tf(sintydt 
b a 


= x f f(sihx) dx 一 | "xf (sing) dx. 
Bik 


* z | . 
2 J rcsiaxdx= m | ,f(sinx) dx 
a | 


j: xfGinz)da = | ` f(sinxydsx. i 


对 定 积分 |- -gido RABEN 以 看 成 xf (sinx), 


° l+cos*x 


这 里 ， f(sinx)= Sint a sins sink -5 由 上 上 面 证 得 的 等 式 ， 可 得 


2—sin* x 
j: xsinx x=. {| * sins dx=— | dcesx) 
ol Tcos' sx 2 J ol+eos?x 2 J oltcos*x 


= —-—(arctg(cosx)) l: 
2 o 


~-3{-4-(9)] 


Wé 证 明 ， 
(1 y fF si sin ste dam f* cos"x dx, (nA EES); |. 
(2 ;| sin ‘adam? sin’x dx, CA EER, | | 


+ 326 `. 


šW (1) 令 代 换 4 一 至 一 ，， 则 有 
== J cco ($- t Jat 
= f cos"(#- 1 Jaz 


`... 
= sin tdé, 
° ' 


“|. 


J costs dx 


í. 
= f sin "x dx, 
性 


z =: $ 
(2 ) siarx dx= f “sin"zd<+ Í sin "x dx, 
ñ = 
i 
而 
s . rat í Ü 
J. sin's dxy————— —- Í sin (A—iydt 
+ ， 
3 
-| sin (Tt}dt 
í 
== f *sin’t dt 
a 
+. 
-| sin x dx, 
ü 
故 
| sin"a dx= | asa dat f sin" dx 
ù Q 
=2 | * sin" dz, 证 举 
g 
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= ” 定 积 分 的 分 部 积分 公式 

定理 2 设 函 数 xx )、u(* ) 在 [a ，65 ] 上 具有 连续 的 导数 ， 
WW 

f utadon = uoa |? — | CGoasco, (4.2) 

HR Has), ws ) 在 [0 ，b5 ] 上 具有 连续 的 导数 ， 故 
有 

d(xa(x)u(x))=əCx)du(x)+aCxydo(x) 

u(x)do(x>=d(sa(x)o(x))—əoCxyda(x) 

等 式 两 边 在 {a ， b) ER4, 有 


b 8 $ 
| ixcerdoce) = Wi 一 | ,UC dul) 


Ë 
= (u(x)o(x)) |.- J ‘oC x) dutx) 


mE 
公式 《4.2 ) 称 为 定 积分 的 分 部 积分 公式 。 这 个 公式 说 明 ， 用 
分 部 积分 公式 计算 定 积分 时 ， 不 必 把 原 函 数 全 部 求 出 来 之 后 ， 再 代 
入 上 、 下 限 ， 而 是 先 把 上 、 下 限 代入 Cu( x )o( x )) 中 求 出 增 最 ， 并 
计算 出 定 积分 | oC x dul x), BRM MZ, 


AT 求 | redz. 

Mm |' <eaz= | xaten 
一 (ze 外 — [eras 
= 一 0 下 


=e—e—1) 


=i], 
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Bi 8 R[*sin"s dx, (n 35 TERE RO. 
E x4 n = 1 hf, A 


| "sins dx= (cosa) = —{0—1) 
ğ o 
一 1 


x 
一 
z 


“nl LAF, SI.=| sin"x dx» 则 
[i 
3 ` L > * | * 
=Í sin" dx= | sin" lx + sing dx 
Ú ü 
= sassa d(—cosx) 
Ü 
= (—¿cosxsin"" lx) | 十 | “eos xd(sin" 7!) 
L] ü 
=( n — 1 ) | “sin” xeos’ zda 
Ù 
=(n—] ) | sin" tz sin wda 
ü 
=(n~2)[ f? sin" ?x dx— | ` sin"x dx | 
让 ü 
=(n—1) IL :—(n—1)1,s 
Rp 
f — 1 


I= Fas. 


ii 


这 个 等 式 就 是 关于 了, 的 递 推 公式 ， 它 将 I, 的 计算 化 为 ,的 计算 , 
依次 作 下 去 ， 即 可 求 得 结果 ， 
当 n 为 奇数 时 ， 


* 929 。 


A et en eee ee tan 


bk eee d a roh a Orn a a We ` 


=m (n—1) (n—3) (n— 5)... 2 
nin—2)(n— 43° 1 


ek | 
Fy 


当 5 为 偶数 时 ， 
+. * — fi —1 T. w 
人 sa x dx 一 一 二 J'as *x dx 


—~%—1 ,n-3 


t= a 


t 
= t — 1 * n—3 3. 1 * [ax 
n # — z 4 2 a 


=n l) (n—-3)(n— 5) Bed x 


n(n—2)(n—4)=-:.4 > 2 2 


= nlr n 
nil 2° 


综 上 所 述 、 有 如 下 前 结果 ， 


x Du, Cn AER S), 
f sin "x dx= i 
° (n—l)it on 


my `> in JERK). 


了 的 几 个 常用 的 结果 为 ， 
+ 830 < 


by 
o 
|! 
= 
R 
I 
P |à 


w a wj" 


hey 
= 
l 


sink dx=}, | 


mji = 


cles 


总 tija = 
n, 
= 
th 
H 
fu 
K 
Il 
+ 


tani 
t+ 
i 
n 
B 
1 
这 
= 
= 
lI 
to |= 
w|a 
li 


sin *x dx= . 


to |= 


§ 5 定 积分 的 近似 计算 法 


牛顿 - 某 布 尼 兹 公式 提供 了 用 原 函 数 的 增 量 计算 定 积分 前方 法 ， 
定 积分 的 换 元 积分 与 分 部 积分 公式 的 应 用 ， 使 我 们 能 有 效 地 计算 出 
许多 定 积分 , : 

但 是 在 不 少 的 情况 下 ， 例 如 ， 对 原 函 数 不 能 用 初等 函数 表示 的 
定 积分 、 对 被 积 函数 是 由 图 象 或 者 表格 形式 C 而 不 是 由 公式 形式 ) 
给 出 的 定 积分 ， 前 面 介绍 的 方法 就 无 能 为 力 了 ， 在 实际 问题 中 ， 这 
样 的 情形 是 经 常会 明 到 的 ， 因 此 ， 有 必要 对 定 积分 的 近似 计算 进行 
研究 ， 本 节 仅 介绍 三 种 最 简单 的 近似 计算 法 一 一 矩形 法 、 梯 形 法 及 
抛物 线 法 . 

— SEK I 

无 论 定 积分 人 7( x )dx 在 实际 问题 中 的 意义 如 何 ， 在 数值 上 它 
MOE HMRI RH f(x), Was =a, x= bx ER ih 
RRM OTHE *)0. BERS 


+ 33h © 


式 ， 在 没有 此 假定 的 情况 下 ， 仍 然 成 立 ) . 因此， 定 积分 的 近似 计 
算法 可 以 看 作 是 曲 边 梯形 面积 的 近似 计算 法 . 

矩形 法 是 将 大 的 曲 边 梯形 分 成 若干 个 小 曲 边 梯形 。 每 个 小 则 
边 梯形 都 用 一 个 小 矩形 去 代替 。 然 后 再 把 所 有 的 小 害 形 的 面积 之 和 
作为 大 昌 边 梯形 而 积 的 近似 值 . 如 图 6~11 aR, R k 99 fE zÉ Wu 
T. | 


l 图 6-i1 
(1 [a (a, 4)HAT+KEARH RA, HORA 
a= x, < he ty LS 8, 
则 和 拇 一 个 小 区 间 的 长 度 为 


— g 
Kim X. (= Á x= a s =l, 2, ory n), 


《2 )xX & 2 KITE BL T x 轴 的 直线 ， 把 原来 的 大 曲 边 梯形 分 或 
n 个 底 边 长 度 相 局 的 小 曲 边 梯形 。 对 应 于 各 分 点 :2% ，X1，…， 
Xe-19 MA RMS MICA Yos Vis ` Vans Ya | 

( 3 yaw l A SUB] Csi x AZoM r C i=1 + 2, 
s, HHRMA, WA. ARMA MUD 代替 小 
BMRA MA, WE 


| | FaadaseyaAx+ y Axton yc Ax 
=Ax( ya Ty tee t Yan 
, 332 ° 


= yit ytet ynd (5.1) 


公式 ( 5.1 ) 称 为 矩形 法 的 左 端点 公式 . 

若 以 每 个 小 区 间 [%;_1， x i 的 五 端点 xit Pol, 过 并) 
处 的 函数 利 y, 为 高 ， 以 Ax 为 底 的 小 矩形 的 面积 代替 小 曲 边 梯形 的 
面积 ， 就 得 到 此 形 法 的 右 端点 公式 ， 

| fon drwy daty tya 
= Axl yi + y, +-.. + v.) 
= 2 +y, tety) (5,2) 


RIB EAN ASR C 5.1 ) SEM AAR (5.2) 均 叫 做 矩形 
BAR. 

二 “梯形 法 

对 矩形 法 略 加 改进 ， 就 得 到 梯形 法 ， 如 图 6-12 所 示 ， 用 直线 
BM oMis MiMiy = M... MARES y = f(x ) 所 表示 的 曲 


/ 
f 


图 6-12 


线段 ， 把 每 个 小 曲 边 梯形 的 面积 用 一 个 小 梯形 的 mR. 就 得 
到 梯形 法 的 公式 ， 


‘+ 835 « 


j f(x)ds aE yoy Ax ++, + yg An ++ 
$a FIR 


z= Ax| etre + 二 ya 


一 “=< (Cro try dt 2ty tyst Fyn) 

(5,3) 

= MHRE | 

G E IAS Pt, MERMERE RE, + 
到 求 定 积分 的 近似 公式 .为 了 得 到 更 好 的 定 积 分 近似 计算 公式 ,可 
以 用 许多 小 搜 物 线段 来 代替 已 知 的 小 曲线 段 ， 用 小 抛物 线 梯 形 的 面 
积 代 痊 小 曲 边 梯形 的 面积 ， 这 就 是 拍 物 线 法 ， 

在 推导 抛物 线 法 公式 以 前 ， 先 介绍 一 个 辅助 公式 ， 
Maltos Jods Maltis yi), Malx29 ya) Spx ete 
则 由 此 抛物 线 及 直线 x =x, = 二 x: 与 ox 轴 所 图 的 图 形 的 面积 (图 
6~13) 为 


4 


Q |a= x, Xi x2 Xg-2 Mari X, =b ` x 


E 6-14 


Way 22 BIE AY JE P A 


x 


228 (yet Ay Hy DS FAO Hy + y). 


b — ë 
n ` 


这 里 ， As= ane = Y: m NA KKK = 


HE, MAZER M: M: MWH RERE AR y = f(x > 
EM:-M.MAMR, 在 (x:， Xs] 上 的 小 抛物 线 梯形 面积 为 . 


Aaly HAI +y). 


依次 推 下 去 ， 最 后 用 过 三 点 好 。:、 Mais 好 ,的 抛物 线段 代 
FRY = f(x EM sM IE, Els JEW DMD 
线 梯形 面积 为 


SAX yaa +4 y,-1 + ya). 


p 把 以 上 所 列 的 各 个 小 抛物 线 神 形 而 积 加 起 来， 就 得 到 ERA 
人 rex ?dx 的 近似 信 ， 


N i xddx AYA dy Eya) 
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++Ax(y, 4 ty te 
$F ARMs. 2t4y,-, T y.) 


= Axle +4y, 十 ys) 十 (Ys +49, ty Qe. 
TT (ys Ay... ta) 


= = ((y Ty, +4<(y tyst tya) 


T+2(y,:; dx, ter + Yn)’ 
即 


[foward yo ty) +a yt y+ 


Ty. EA Pat yy tere T >,_:)). (5.4) 
CR e pA ee A, HB EEE ( simpson DAH, - 
上 面 所 讲 的 三 种 定 积分 近似 计算 公式 的 误差 司 计 可 以 表示 如 下 
《 这 里 略 去 其 推导 过 程 》. 
设 F(x) 在 (2，8] 上 具有 连续 的 大 阶 导 数 ， 且 = 


max (f?Cx], Ck 二 1，2，4 )，r, 表 示 使 用 近似 公式 计算 


定 积分 的 误差 ， 则 
MRM OMS <P So Nia 


梯形 法 的 绝对 误差 |r, | < Cb ae wy,， 


12n? 
(b—a)* 
HH RERE jr,| go Ne 
这 就 说 明了 在 等 分 数 # 相 同 的 情况 下 ， 梯形 法 公式 的 精确 度 比 
« 837 ° 


矩形 法 公式 高 ， 而 抛物 线 法 公式 的 精确 度 又 比 梯形 法 公式 高 ， 这 就 
是 抛物 线 法 经 常 被 采用 的 原因 . 
Fi2 ”用 先 形 法 、 梯 形 法 及 抛物 线 法 ， 取 ?一 4 上， 计算 定 积分 


re 1 
| 一 二 -dx 的 近似 值 . 
解 ” 把 区 间 [(0 ，1 】4 等 分 . 


| 0.25 0.5 0,75 1 


xi 0 
+3 | 1 | 0.9412 0.8 0.64 0.5 


《1 ?用 年 形 法 《 左 端 点 公式 2 


| = dx =— TO F> +y: + ys) 


= 了 (1 十 0.9412 十 0.8 十 0.64) 
=1x3,3812 
4 * 


=0,8453, 
(2 ) 用 梯形 法 
i dee gle FIDE IAI 


=1(c1+0,5)+2¢0,9412+0.8-+0, 64) 


= 
zx 6.2624 


= 0.7828. 
C3 ) 用 抛物 线 法 


> 338 + 


j= 1 daa (He FI ITM + ys) +2392) 
elt? 


=5(0+0,5)+4(0,9412 +0, 64) +1,6) 


i 
=s 9.4248 
=0,7854, 
而 此 积分 的 精确 值 为 
f iimas |ie 
= 0,785398” 
由 此 可 以 看 出 梯形 法 比 短 形 法 精确 度 要 高 ， 而 抛物 线 法 则 更 胜 
过 梯形 法 一 筹 。 
WS MMR, Be 二 10， 计 算 定 积分 | edx 的 近似 
fil. 
M 把 区 间 ( 0 ，1 )10 等 分 ， 列 表 如 下 ， 


xy | ye = "t 


ze = 0,0 Ya * 1.0000 

x, «0,1 yi =0.9900 

zy =0.2 . .. ,. Ys = 0.9608 
xs =0,3 Ya =0,9139 

xai. | - ¥4=0,8521 
zs =0.5 s Js=0.7788 

zs =Ü.6 Y; w 0,6977 
z; = 0.7 ¥1=0,6126 l 

z, 70.8 _- Y: = 0,5273 
正和 要 从 ,他 Yo = 0.4449 

yo * 1.6 Yio = 0.3679 

H w 1.3679 3.7402 . 3.0379 


+ 9889 ° 


hy Be HARA 
[ eztia Uy ty DHA Ty hoy) 
` +2(y:dky Ty, Fs) 


=s ,3679 十 4X3.7402 十 2X3.0379] 


= X 99,4045 


=0.7468, 
Hs 为 了 求 得 宽度 为 20m 的 某 条 河流 的 横断 面积 S， 在 河流 
的 模 断 面 上 每 隅 2 米 测 得 河 的 深度 如 下 表 ，( 单位 为 m 》 


mami 0 IE E 证 E E E E | > 18 | 20 
agree 


试用 抛物 线 法 公式 计算 出 河 的 横断 面积 S$， 
解 ” 按 抛物 线 法 公式 有 


S SO (0+4(0.5+1.1+1.7-F1.5-r0,6) 
+2(0.9+1.3+2.1+1.1)) 
=2(0+21.6+10.8) 
2 
= 33.4 


== 31 .6( m 2 ), 
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HHEWKERSDHRSH, BRERERO CE ESR, M 
被 积 函 数 必须 是 连续 的 或 有 界 和 的 《但 间断 点 的 个 数 是 有 限 的 ，》， 在 
实际 问题 中 ， 会 亲 到 积分 区 间 是 无 穷 区 间 及 被 积 函 数 为 无 罩 消 数 的 
积分 .这 就 需要 对 定 积分 的 概念 加 以 推广 ， 这 种 推广 后 的 积分 叫 黎 
广义 积分 ， 而 前 面 讲 过 的 定 积分 刚 称 为 常 义 积 分 . 

一 ”积分 区 间 为 无 穷 的 广 必 积分 

定义 1 BAR SCs PERL e, to EES, 则 对 任意 的 
b> a, 若 极限 

tim | fonds C1) 


HE, WAAR Mae fC ) 在 无 穷 区 间 (a ， 十 ce) 上 的 广义 和 
分 ， 记 为 | “f(x ae, B 


j | fGa)dx= lim [i rona. 


当 定义 工 中 的 ( 1 ) 式 极限 存在 时 ， 称 广义 积分 人 ”7(x ) dx 存 


ERKA, HC ) 式 中 的 极限 不 存在 ， 则 称 广义 积分 | FC x dx 
示 存 在 或 发 散 . 
类 似 地 ， 还 可 以 定义 广义 积分 


| | fooax=um | “fends, (b>a), 
至 于 广义 积分 | f(x )dx 的 含义 是 ， 对 任意 指定 的 常数 , 
E| foods [s(x )dx 都 存在 时 ， 则 定义 


le 


fo foode= | fonaxt f foda 
= lim | ‘fondat iim | | sods. 
# — = tb “ k= +a É 


不 难 证 明 ， 这 样 定义 的 广义 积分 |“f( x de i m R T É c 
的 选取 的 ， 应 当 指出 ，{ “f(x )dx 存 在 或 收敛 是 要 求 右 端 两 个 广 
义 积分 人 Fe de, [PC )dx 同 时 收 竹 。 如 果 这 两 个 广义 积分 


均 发 散 ， 或 者 其 中 某 一 个 广义 积分 发 散 ， 则 广义 积分 六 FC * ?dz 
VERR. 
为 了 计算 方便 ，{ “f(x )dx 常 写成 下 面 的 式 于 ， 


| _ 了 (Cdx 一 | °” Padat {fondz. | 
这 里 ， 选 取 了 < = 0 ， 是 处 会 影响 计算 结果 的 ， 


+z 1 
81 Rf a TF dx. 


ae | a; 5 1 = an i 
解 | igr drzim oF dx lim (aretet) 


Ë — + < 


x 


== Ji = 
lim ( arctgb) 7 


i +“ 1 

广义 积分 | a 
ZT, ox E, op HZ, WAEA hh É) FRB 
面积 ， 如 图 6-15 所 示 . | 

BF(* SEROMA TRAM, REM RAE 
公式 ， 有 | | | | 
« 342 ° 


Fer dx 的 儿 何 意义 是 ; 位 于 曲线 y= 


i 


Ei 6-15 


6. 
Í fOGoOdx=F05)—Fa. 


者 1imF Š ) 存 在 ， 并 记 此 极限 为 Fl 十 0)， 则 有 


{fwdr=F(te) -Fa). 


辣 理 ， 若 limF(a ) 夏 在 ， 关 记 此 极限 为 (一 co)， 则 有 


| f(ode=F (b)—-F(—e), 
mFt), FC-oonFE, Il 


[idam FoF ©) 


例 2 * |” sinoxds, (>>0). ` 


+= 


ke +c? 


+e = tt, (—ksin®@x—@cos@x)e** 
解 f a tginogdg = <—ASin@X— Ocos@x en” ` 


R° +o? * 
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. (—ksin@x—@cosw@x)e=** _ 
(因为 lim ETT @? = 0 ). 


AS Baro, 证 胃 广 义 积分 | 一 一 dx， 当 p>1 时 收 伊 ， 


“Pcie, 
证 明 OY p= 1 时 ， 
+ x 1 +e q +o 
j m as = x dx=]nx | = +o 
a p = 1 R$, 
j7 1 4 win? ] +e, pal, 
a x o 1 一 1 i 
P-e p—i (=) 21 
Bl, p>, L 


其 值 为 (ga) 当 P< 1 时 ， 广 义 积分 | igt. 


= 1 
、 1 
i 4 计算 | Lax. 


+ 二 


'° l = f' 1 Í 1 
M | dx -ol+ x? dx 二 ñ Itard" 
Fi +t 
= arctga| . t arctgx 


= r. 


例 5 merase. ` dt Be CH, 


解 | iF gref’ at det f i¥z Fart 
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* 


MIA. S 


[rodim fO) da. 
a cng * ater 


这 时 ， 称 广义 积分 | .fx )dx 存 在 或 收 俩 ， 若 ( 2 ) 式 中 极限 不 宕 在 ， 


则 称 广义 积分 | fede RRA, 
FIR, WRO, bD EES, TE ROMA BMA IER, 
则 对 任意 的 7> 0, OER Ce, 6 NED, SRR 


lim, f feod 
存在 ， 则 称 广义 积分 ，| Foodsi EA 


j. fladde= lim | ` "Fedde. 


BEC Ela, BEB Re (ace<b ) 外 连续 ， 在 点 c 的 邻 域内 
无 界 ( f(x) 在 c 点 也 免 许 无 定义 》 如 果 广 义 积分 


J fo) dx, Were 
MG, MAT LRG, Forde, HA 
J'reoas= | fedz+ | feas 


mj. Fada tim |, RACTED 
t+ 


ET *|`—— 5 dx (a2>0), 


— x3 


R RRB f *)= = 1 = 一 在 点 x 一 a 点 的 左 邻 域内 无 
— x 
RR, FHA 
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F j _.: i 1 f 
jiz G — x° dx=lim, ° V atx? dx 


. . & | 
=lim arcsin— 
ao 


=lim aresin— 
gu 


ta 1 
广义 积分 | Sad al LA XE. ETRA 


——F oxZ E, 7 


yx = 
$ 一 


J 
直线 x 二 0 与 xz 一 a 之 间 的 平面 图 形 
的 面积 ， 如 图 6-16 所 示 ， 


例 7 证 明 广义 积分 | 十 dx 当 


politike, Spe 1 时 发 向， 
证 明 4 p= 1 AY, ol. 


= {°15,=1 nf z Bi 6-16 


„L 


= fim (oa) j- 十 co， 


由 


pI 
|. x sgt “lim, r -p =) - 
1—p —— pail; r 
keo, pol 


l 1 
因此 ， Mp1 BJ, ' o x 


+ 847° 
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ARR LAS, SAB XT SIR. BADR 
积分 的 区 别 应 当 引 起 注意 ， 在 计算 定 积 分 的 时 候 ， 应 当先 审查 一 下 
被 积 函 数 1(x)}， 以 免 出 现 错误 ， 


例如 | dA RS OARD. Cix = 0 处 有 


一 个 无 穷 型 间断 点 ， 而 | ds 及 | -此 都 发 散 ， 故 知 


| 二 dx 也 发 散 , 如 果 不 审查 被 积 函 数 , 误 把 被 积 画 数 fx) 一 -上 


当 作 [一 1，1) EHR, Sx = 0 RR PQ 3k AF Dj 
断 点 、， 直 接 用 牛顿 ~ 菜 布 尼 兹 公式 ， 就 会 得 到 下 面 的 错误 结果 ， 


J: a= dx= (-4)|=-2. 
HERR” LRSWRD KASAR ARR BR MICA, 
BE WEIR ILS, AE BL RE S CP EARE 
的 被 积 函 数 无 界 的 广义 积分 ， 然 后 再 分 别处 理 这 些 积分 . 
= rhe 
广义 积分 
| “xe -dx (3) 


是 一 个 常见 的 积分 ， 当 p> 0 时 ， 此 积分 收 敏 { 证 路 ) ， 

Wor 0 MAW pH, @ > ， F: e"*dx AH Ë , 
PAS TER A S. J 

ERLI sp>0 时 ， 广 义 积分 全 xe deR HRM, i 


(所 一 | ` atentan, ‘p>0), 


° 343 > 


PAT BR. 
SPL PY — HE 
(1)P01)=1; 
(2) (p+1)=pl'(p), p2>0; 
C30F (nt l) =n nA BRS), 
wA TBA ES, A 


(1) r= |” eds= e T =l; 


+= 


(25rCo+D= 上 rt1e-zdx 
一 | rd(— e" 
性 


= — yře | +p í` x" le "dx 
=p Cp); 
《3 ) 若 上 为 自然 数 ， 由 性 质 ( 2 ?得 
Tint1)=nT (n)=xn(n—1)F (n—1) 
= n(n—1) 2 + 1701) 
= nr, ME E 


在 roy= f aeda, A>y=1?, (>00). 
则 有 


+o x= t’ 
rip= | , x le dx 


Ww 
+a 

= 2 j tle- dt 
ù 


2 J: x2? ea" dx, . 
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这 就 是 厂 函 数 的 另 一 种 表示 形式 — 
me am | “。-“dz= 妆 王 ， 求 (二 )， r5). 


1 — 8 -x2 == . x p 
8 r(+) 2 | ed 2 tava, 


rrira) 


夏 函 数 在 很 儿 的 科学 技术 领域 内 都 有 重要 的 应 用 ,在 概 举 论 
+, CRRA LAH. 


$7 定 积分 在 几何 上 的 应 用 


定 积分 的 应 用 很 广泛 ， 本 节 仅 介绍 它 在 几何 上 的 应 用 ， 并 结合 
具体 问题 ， 说 明 用 定 积 分 求 某 些 量 的 方法 ， 

我 们 已 经 知道 ， 曲 边 禅 形 的 面积 ， 变 速 直线 运动 的 路 程 都 可 以 
用 定 积分 表示 ， 那 么 一 个 能 用 定 积分 表示 的 量 了 应 当 具备 什么 性 质 
呢 ? 从 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 它 应 当 是 与 某 一 个 变量 x 的 变化 区 间 
(a, RRMA, HARE, 4 区 间 (a, baa 
成 若干 个 小 区 间 后 ， 就 相应 地 分 成 了 若干 个 部 分 量 Ar 之 和 ， 即 量 了 
对 于 区 间 (c， 的 具有 可 加 性 

当 所 求 量 了 可 以 表示 为 定 积分 | f(x)dx 时 ， 根 据 木 章 $ 3 定 


理 1 可 知 : 1(x) 二 | /C941 就 是 fx) 的 一 个 原 浮 数 ， 从 而 被 积 式 
fx)dx 就 是 (x) 的 微分 ， 即 f(x}dx 是 增 且 AI 的 线性 主 部 ,而 Hñ 


° 950 + 


最 A7 则 是 所 求 量 7 的 部 分 基 ， 因 此 ， 用 定 积 分 来 求 整体 量 7 的 一 个 
常用 方法 是 ， 任 取 所 求 量 工 的 一 个 徽 小 的 部 分 量 A7， 写 出 它 的 线 
性 主 部 d1 二 f(x3dx， 再 在 (a，6) 上 积分 就 得 到 所 求 R I. RA 
过 取出 所 求 量 的 微小 部 分 重 A! 的 线性 主 部 dT， 再 积分 求 出 了 的 方 
法 ， 通 常 称 为 “ 微 元 法 ”或 “元 素 法 ”， 

运用 “ 微 范 法 ”的 关键 ， 在 于 对 问题 作 符合 实际 情况 的 正确 分 
析 ， 几 “以 常 代 变 ”的 方法 求 出 AIT 的 近似 值 d7 = fodde 这 里 ， 
AI fG )dx 之 差 是 一 个 比 dx 更 高 阶 的 无 穷 小 ) 进行 积分 Ti, 
有 还 过 实例 来 说 明 ， 

一 “平面 重 形 的 面积 S 

1 直角 坐标 系 中 的 计算 方法 

由 曲线 ?一 Fla) CFC) > 0 >; BH&x=a, x=b 50x Bm 
AY BH ERIE A PI S= i "fade, 而 被 积 式 f(x)dx 正 是 在 子 区 间 
(x, etd), BUSA RS (RET FRx x 十 dx] 上 
RAH Za, MEE f Cd x PAF Xa] (x, x+ dx) 
上 的 小 曲 边 梯形 的 面积 AS 的 近似 值 ， 如 图 6-17 中 的 阴影 部 分 所 
示 ， 也 就 是 说 ds=x)dx， 在 {a，b51 上 积分 ， 就 得 到 曲 边 梯形 的 
mA 


S = j ‘Fadda, 


1 RABA +2 1 WERS. 

Eo NEE, TARARES -SRA ii RS 图 
6-18), Tt Th A IM S= S. 

捕 加 在 第 一 象限 的 方程 是 ， ~ 


?一 之 v a?—x* , 02a, 


. 35] 4 


图 6-17 图 6-18 


S=4s,=4 | yar dx 


= (Sy Ga +SaresiaZ-)|" 
= tab. 
Ba =b, WWM E 2 a 的 贺 ， 于 是 得 图 面积 公式 ， 
S= xa2, 
TOR Bi gë y= f(x) TF Ry = gD NLA, El qa xb, 
fx) 之 g(x), Wk Et y= f(x) y= g(x) 这 两 条 曲线 和 直线 x 二 a， 
x 一 5 所 图 的 平面 图 形 的 面积 为 


s= 全 Ca 一 gz))dz， 


这 是 因为 3 的 微 元 dS， TTRI- ga), Ada W jE 
形 面 积 ， 即 dS 二 (f(x) 一 g(x)jdx( E 6-19) RHR, 

类 羽 地 ， 如 时 曲线 x 二 Ay) 位 于 曲线 x== og WNBA, By 
c<%y=dBi, f(y egy), BRAHXARHAUR B 8 y = c, 
y == d Br BB Aa RC 图 6-20 ) 为 


a 
s= | E-go ay. 
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B] 6-19 Fl 6 20 
A2 计算 由 曲线 y= 4 一 x*? 及 y 二 3x 所 力图 形 的 面积 5. 
和 能” 先 别 出 曲线 二 4 一 x? 及 yy 二 3x 的 图 形 ， 解 出 这 两 条 曲线 的 
交点 坐标 A( 一 4， 一 12)，B(1，3)( 图 686-21 ) Pl x 为 积分 变量 ， 
有 


S == Í | (4-49) = 3x)dz 


AS 计算 由 曲线 ?2 一 2x 及 x 一 2 一 4 所 前 图形 的 面积 S. 

Ñ HHH y?==2x 及 x 一 y 二 4 的 图 形 ， 解 出 交点 举 标 
A(2,—2), B(8, 4)(A6-22), 本 例题 车 以 x 作 积 分 变量 ,计算 就 比 
较 麻烦 ,但 是 ， 著 以 > 作 积 分 变量 ， 计 算 就 比较 方便 ， 以 y 作 积 分 
变量 时 ， 曲 线 的 方程 为 ，* 一 二 Rs ytd, RAK 
(—2,4), p T 


s=f' [o+ 4 >= y? |e» 


* 353 - 


= 18, 


用 定 积分 解 实 际 问题 时 ， 对 同一 个 问题 有 时 可 以 选取 不 同 的 积 
分 变量 ， 积 分 变量 选取 的 不 同 ， 积 分 计算 的 难 易 也 不 同 ， 应 当 注意 
选取 积分 变量 ， 使 所 求 的 积分 比较 容易 计算 ， 


若 曲 边 梯形 的 曲 边 由 参量 方程 
x= PL t), 

{ et 
y= f(t), 


给 出 ， 据 定 积分 的 换 元 公式 ， 作 代 锦 x 二 9(t)， 并 假定 当 t 从 a 到 8 
变化 时 ，x 相 应 地 从 s 变 到 5。 则 曲 边 梯形 的 面积 S 为 


f. 
S = | ° ydx= | $G) . P (t)dt, 


3240837 eyo, 
Hi REAR 
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JÉ. 现在 用 定 积分 计算 曲 边 山形 的 面积 3 ， 

取 8 为 积分 变量 ， 则 积分 区 间 为 (ae，B8)， 考 虑 在 (9，8 二 dg L 
BU ARIE RAS, BARRER OG, otd 上 各 
点 处 的 极 径 后 ， 小 曲 边 遍 形 的 面积 AS 就 近似 于 一 个 圆心 前 为 d0, 
BAC ORE RE < 6-24 中 前 阴影 部 分 ) 的 面积 ， 按 加 扇形 
MG Rit be RASH. SB BI pk h 边 
扇形 面积 $ 的 微分 4S， 即 


ds = (0(8)) dð, 
积分 ， 得 
_ f'l rqaa— 1 f? N 
s= | L wy ae=4 f" oyan. 
GRAERARA, HH YN 53 EIL 6 TL LZ: T. 
5 求 心 形 线 p=g(1 +cos0), (a> 0 ) 所 围 图 形 的 面积 9 
《 图 6 一 25) 


解 ” 由 于 所 求 的 心 形 线 的 图 形 是 对 称 了 于 极 轴 的 ， 设 位 于 极 轴 上 
半 部 的 面积 为 S,， 则 有 


= = . 1 i 3 
s= 2S = 2 L f’ ceco) dé 


图 6-24 图 6-25 


+ 356 ° 


= Í a? (1+cos8)*dð 

=? | "(1+2cosó+cos20)d0 

— < Í "í 3 1 

=a | ((4-+2c0s9+4-cos20) a0 


=a (Ž 0+ 2sing+ S027)" 


per 


例 6 求 双 纽 线 P? 一 acos2g(o>>0) 所 围 图 形 的 面积 S( 图 6~ 
26). 

解 ” 由 图 形 的 对 称 性 ， 双 纽 线 所 围 的 面积 S 等 于 它 在 第 一 象限 
AM MAS By 4 fÈ ok 


6-26 


S= 45 = 4 + L| “a? cos26dd | 
ü 


f = 2a* - (3 siaz0)| 
# 
= g 


* 857 ° 


L 


二 ”立体 的 体积 六 

1 平行 截面 面 积 为 已 知 的 立体 体积 

当 一 个 立体 被 垂直 于 坐标 办 的 平面 所 截 ， 其 截面 的 面积 可 以 用 
臣 知 的 连续 函数 来 表示 时 ， 此 立体 的 体积 六 可 以 用 定 积分 来 计算 ， 

RA—THAMABA Tosh APE Hx =a, x=b 
(ab), MERE (6-27), FCAR HEA Fox MHF 
夯 截 立体 所 得 的 截 画面 积 为 4(x*)》 (axb), M “ROCK”. i 
# 为 积分 训 量 ， 在 立体 中 的 一 个 徽 小 的 区 间 (x，x 二 dx] 上， 立 伍 甬 
HERAV zd = A(x)dx, Æla, 的 上 积分 RB WAH IK RZ 
F l 

y= J "AGO ds. (1) 


87 —PFRHZH4AEARHARRR END, SRA 
成 的 二 面 第 为 e( 图 6-28) 计 算 这 个 平面 截 圆柱 体 所 得 药 立体 的 本 


Br. 

解 立体 垂直 于 cox 轴 的 截面 为 矩形 ， 在 任意 的 点 OSa) 
处 ， 和 截面 的 面积 为 ; . 

A(x)= AD - CD=xiga + 2/ R3— 2, ` 
故 立体 的 体积 为 


” 358 + 


È 2 — ` _ 
F = | AGoax= f tga -y Rix? dx 


= 一 tga [iv R?—x? d(R?—x?7) 


= tga . R. 


AWM, BUEN F MORE BEM EME ， 在 任意 | 
“Ky 《 一 R<y<R yb, REESE PS, 


AG)=1FD . AD = tga . FD? =Ż tgal R’ ya) 
RYVAADPER, ASB. 
v=|. AQ)dy = Í: L iga(R?—y? dy 
-R -R2 g 


ete (epo |i, 


e 859 - 


=a . Rš. 

2 和 旋转 体 的 性 积 

一 个 平面 图 形 绕 着 此 平面 上 的 一 条 直线 旋转 而 成 的 立体 ， 叫 做 
旋转 体 ， 这 一 条 直线 称 为 旋转 轴 . | 

考虑 由 连续 曲线 y= 二 f(x), ERs xx 一 5 及 ox 轴 所 力 成 的 
Hise, Hox RRM RHA C E 6 29). RR, WHR 
SRHER—-+ERTOMNRAREA, BER B— As OHS 
面 的 面积 为 ， 

Aln fix)’ 

H3F4T88 MRA BAWERA 1), TE HEARS 
Bax, 
y= [iat faite, (23 


类 似 地 ， 由 连续 曲线 
Lap y) ARIS c, y= 
LDE o yh Br FE] pk AS Aa 

”梯形 ， 绕 oy Ree RHE 
FR KR A 


y= | “Coya. 


国 6-29 


WS RECH Rü PRO DERT , 

解 ” 如 图 6 -30 所 示 ， 球 体 可 以 看 作 上 半 回 周 与 ox 轴 图 成 的 平 
而 图 形 绕 ox 轴 旋转 而 成 ， 因 为 上 半圆 周 的 方程 为 y= RR? , 
《 —R=<x=< R), ， 所 以 球体 的 体积 为 


È _  _ k 
v=| t CV Brea? dna Ka 


= QT ( P'x— a 站 


- 390 - 


= Rt, 


9 求 由 抛物 线 y= w2px， 
直线 x 二 a ( p, a>OR ox 轴 所 国 成 
的 曲 边 梯形 线 ox SH 旋转 而 成 的 旋转 
EKR F ( 图 6-31 )， 


解 r=) ( Z2px idx 


= | “Om padx 
ü 


= Tx pa’, 
10 RAs tiy b= RDS RD0), Box hh ies Breas 
` 环 体 的 体积 广 《 E e -32 ). 
解 ” 环 体 的 体积 是 由 章 边 梯形 EEACBF 绕 ox 轴 旋 转 所 成 的 立 
困 ， 与 由 上 曲 边 梯形 BADBF 绕 ox 轴 旋 转 所 成 的 立体 的 体积 之 差 ， 


in ie 
因为 井 线 4C 记 的 方程 为 y = bT RIS x: , HQ ADB HH AH 
y=b— VR x: , W#kEDERBJ3SFIKBJ IK IS 


v= | rbtv Baa )*dx 
X 
- | rv Rima? yds 
R —OTT. 
一 4zb | Ra ds 
-R 
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= 1 4 
= {n + — TT 


=2n°6R*. 


例 11 求 棋 加 -5 += 1 分 别 绕 ox 辆 及 oy 轴 旋转 所 成 的 


3? 
HR 188 k ARI .. Vy. 
解 ” 上 半 个 椭 园 与 ox 轴 所 图 成 的 平面 图 形 绕 ox 轴 旋 转 所 成 的 
施 转 体 的 体积 即 是 矿 , 由 于 上 半 椭 贺 弧 的 方程 是 ,y= 之 a5 一 x5， 
故 有 


v= |` (L era ) dx 


53 2, L >) 
r as 3* -+ 


He m + 


4 
= 3 
3 tgb’, 
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AL, A 
V |= j|. (FE) dy 
en S|" (67-9 ddy 
= ina, 
当 a 二 5 时， 就 得 到 了 半径 为 a 的 球 前 体积 。， 


Va 


例 12 计算 由 提 线 x 二 a (Ct 一 sint )》，y 二 go(1 一 cost} (0 Ste 
2x) 的 一 拱 ， 与 ?= 0 FRR RRB Sl Box. oy MRM 
PRA REAR. V. 

解 ”如 图 6-33 所 示 。 


ake 
y= | ay? dx 
ü 
ZT 
=r j a*(1—cost)?día(+—sint)) ` 


= fg? j. (1—S8costt+3cos?t—cos*t)dt 


+ 909 ， 


= NI q Š 
而 摆 线 的 一 挑 与 ox 胃 所 国 成 的 平面 图 形 ， 绕 oy 轴 旋 转 而 成 的 
旋转 体 的 体积 广 ， 可 以 君 成 平面 图 形 OAB2aO 与 0B82o0 分 别 绕 oy 


轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 之 差 ， 故 


- la Za 
Vix f nxt(ydy— | atodas 
=r B a*(i—sint)? - asintdt 
一 it 全 ee 一 sinapyosiatd 


fa 
xs — To f ' Ct— sint) sintdt 


一 6raos_ 
三 FM a ARK 
Bese eA BA Be y= f(x) C ( ax b >, HP f(s) 在 
(a, b) ERA- MERRER. MAA DKM A-344). 
”在 直角 坐标 系 下 ， 对 于 曲线 ，y 二 有 (x) l aab), f#E(a,5) 
的 任意 一 个 子 区 间 (x，x 十 dx) 上 ， 曲 线 纺 48 的 小 弧 眉 的 弧 长 As 的 


+ 364 ° 


_ | lay Ta (2h x) 


i =— 


LE o (Fran 

. zi 
aot Erl Irw] 
-9 [evi +a? + 2 latuta” 1 +4? ) | 


f 26 vi a / 26 x` 

=a 1 +(-2 .) +n aie) ] 
fa =18, 6=1.54RA LRA 

s%36.17(m). 

4HAMABS Expy Ka h, E 

HED, PDE, 站 上 有 连续 的 导数 ， 由 于 在 (<c， 有 上 的 任意 
一 个 子 区 间 (t，t 十 dt 上 ， 小 弧 和 As 的 近似 值 ds 为 
di= VU Fay = VOT ad Fe GEE 


my pIa Ep pdt. 
FRARHMEN 


\ ?ra Ae ` 
. s = [Ver FP ade. 


414 RES x—alt—sint), yeall—cost ) < 0 Seon), 
B— BRAY TH Kes, 


8 soft" WW fall ~eost))2+ (asint)° dt z 


= 21 111 —cost _ | at l 
za MN dt=20 , V sin x dt 
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= a f j . sin 5 dt=20(—2eos+)|. 
az 8a, 
SR RUA Py RRP =P, (LIEPA, 


由 公式 
t=PCP costs 


PCe)siné, 


可 得 
ds= (dx)° T(dy)5 = tp CO)? ToD dé. 


FEAR A BOM K 5 
s= | PACE EE ET 


例 15 RATS RMR Kod (0 所 9 妇 27) 的 长 度 3， 其 中 or>0 
为 常数 ( 6-36 >. 


图 6-36 


ax íƏÜN— . _ . ka — 
解 = [vate [oT Fee 
0 Ü 
` a [£ IFE +a VIFT 
9 2 0 x- 
= (2 w 1 十 453 +in(ont+ v Itin 5), 


867+: | 


— 
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旋转 体 的 侧面 积 

考虑 一 个 旋转 体 ， 如 图 6-37 所 示 .。 它 的 侧面 是 由 区 间 a<x<8 
Breese. y= /(x) fno= ) ox MRR KH 
HT, jk ese Bh mi RS. 

HHM, ROKDAls b), SRT, b) EKHE 
B-TFERACe, x+ dx) LADERA SLA S, HPL 
PROB H f(x 0) — J ELA SERS RH, Wk 33 aK SNT 
的 面积 AS 可 以 近似 看 成 长 为 ?wy， 宽 为 ds 的 矩形 面积 ， 即 AS 的 过 
伺 值 dS 为 

dS = on yds 20 f(x) IFF TS) dx, 
É 


"5= j ' 2efCxo 1 2 (x) dx. 


这 就 是 旋转 体 的 侧面 积 S 的 计算 公式 . 
例 16 ”在 半径 为 的 球面 上 ，( 图 85-38) 求 模 坐 标 由 so 至 8 
( — R<a<b=< R 的 球 带 面 的 面积 5. 
M ERE My 二 wR 一 x?，( a 所 x 世 6 ) ， 绕 ox 轴 施 
+ 368 - 


— rir- 


图 6-38 B 6-39 


转 而 成 。 故 有 


s= [ioe VE i +(—; dx 
= 2" 人 ax 
=20RCb—a). 


当 & =— R, b= RH, RIBAR 2 RB RRR 
Sm=2xR[R—(—R))=4=R:, | 
5817 探照灯 的 反光 镜 由 一 条 抛物 线 y?==2px (p2>>0, OSS 
有 , 绕 ox 轴 旋 转 而 成 ， 求 反光 镑 的 面积 S$ 图 6-39 ) . 
解 ” 因 为 y 二 v2px，( p>0, 0<x=A). ， 所 以 


S = f | 2mw25X - f1t(/2-) dx 
= zm | Vink dx 
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一 一 -rw 

一 Tv p | d(2x+ p) 
— 3 1. 

= sx.” p Elat p) 3 |: 


(a a] 


S8 定 积 分 在 物理 上 的 应 用 


定 积 分 在 物理 上 有 十 分 广泛 的 应 用 ， 本 节 仪 简要 介绍 应 用 定 积 
分 解决 变 力作 功 、 引 力 、 液 体 的 傅 压 力 等 方面 的 问题 . 

— EAERI 

设 力 的 大 小 为 了 了， 其 方向 与 ox 二 平行 ， 某 牺 体 受 力 了 的 作用 ， 
由 点 xz 一 4 沿 ox 轴 移动 至 点 YY = b (a <5 ), RASHID 
F. . 

如 果 J RO, RZ ECHEBSIhH St fRUDK Bayh & 
程 ， 

W=f + (b~a), 

如 果 了 是 变 力 ， 即 在 ox 轴 上 的 未 同 点 处 ， 了 的 大 小 也 不 同 ， 这 
BM, f=f(x), 是 一 个 随 x TE Be, RAHALE, Ale, 
657K" "PFE, EF RCs, x 士 dx] 上 变 力 所 作 的 功 为 
A 玉 ， 它 可 以 用 功 药 微 元 d 丈 来 近似 代 赶 (图 6-407， 即 

dW = f (x)dx, = 


fO) 4 


a 


村 是 
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w= j: dj 一 Í t f() dx. 
BRAK, BASSO MED, SFEERMCG, b) EBE 
BLS, 


NI HP RRR RO. Imn, —+23 了 (N) 把 它 由 原 长 拉 长 了 
0.06m( 图 6-4i )。 求 力 了 所 作 的 功 球 . 


Trimr J 7 


Fi 6-41 
W ”由 物理 学 知道 ， 拉 力 了 《〈《N ) HAES (m) 成 
正比 ， 即 1 二 (上 为 比例 常数 ) 。 按 图 641 ARERR, HK 
量 为 x*， 控 力 为 了 了 =x， 以 米 为 单位 积分 区 间 是 C0 0.08), 于 是 
力 了 所 作 的 功 琵 为 : 


= je oS 


ro 


w=| ° jafo peda b + 


=0.0018& (D. 
Fish, SAAMI sç Ue TE FSR Le ba, DU E 1 B 


`. 871 ，。 


£ =¿(x—0.1), HAWS =k(x—0.1), 而 积分 区 间 为 [0.1，0,18 
( 长 度 以 米 为 单位 ) 有 
6.14 00. 16 
w= 全 ' Rao D da= cz -0,09] | 
=0,0018k (J), 

例 2 —+BREH RAKE, Bom, KALE 3 m, BAB 
WOK, REA A AS BH TERY. 

M ”如 图 6-42 所 示 ， 选 取 ox 轴 ， 以 水 的 深度 *《m) 为 积分 
变量 ， 积 分 区 间 为 (0 ，5)。 设想 把 钠 内 的 水 分 成 许多 水 平 的 医 
压 ， 别 在 任意 的 一 个 小 区 间 (*，.* +dx) E 的 一 注 层 水 的 厚度 为 
dx€m). Ait, &— WB KA B98 (T - 3%) -10%dx(N), 
若 把 这 一 薄 层 水 抽出 所 走 过 的 路 程 用 * 近似 代替 ， 则 抽出 这 一 基层 
水 所 作 的 荔 A 丈 可 近似 用 d 瑚 一 9.8 .32) + x +108dx BAR, 
EUO, DERS, A 


m 6-42 


+ s 
w=| sw=| 9,8 + (m + 325 ` x * 10%de 
° b 


E 6 
= (88,25 X 1055 f xax 
we3.46x 10" (J) 
372° | 


+ 


H3 把 电量 已 5C 》 的 点 电荷 放 在 ox 轴 的 原点 ， 它 产生 一 个 
电场 ， 由 库伦 定律 ， 把 一 个 单位 正 电 荷 放 在 场 中 ox 轴 上 距离 原点 
O2gx ( m) 的 地 方 ， 电 场 对 它 的 作用 力 大 小 为 = 。 s NC k 


为 常数 ) ， 求 

(1 ) 场 力 把 单位 正 电 荷 沿 ox 轴 由 % = a Cm AES x = b (m) 
AE BPPER ID. 

(2 ) 场 力 把 单位 正 电 荷 党 ox 轴 由 * = a (m)8p E 3736 AMIE 
BHW. | 

x 这 是 变 力作 功 的 问题 【图 6-43 ). 


+Q _1 
` O a x rtdrb ` x 


= 


图 6-43 


2 ix, & 


y? 


CDNF di¥,=k- 


w=] -3 iz=kQ[—-1] 


yi 
=kQ(4-}) (D: 


(2) w= fe -B a= 42 Cy, 


二 _ 引 力 问题 
万 有 引力 定律 告诉 我 们 ， 质 最 为 m, m 相距 为 + 的 两 个 质点 
是 相互 吸引 的 、 避 力 的 方向 沼 着 两 个 质点 的 联 线 ， 引 力 的 大 小 六 ` 


a 


i Ti 


RH, >o ABRAR. 

对 于 一 个 物体 和 一 个 质点 《或 两 个 物体 》，、 邵 果 它 们 的 距离 非 
常 怕 远 ， 那 么 都 可 以 把 它们 近似 地 看 成 质点 、 直 接 用 上 面 的 公式 来 
计算 引力 即 可 。 但 是 如 果 它 们 之 间 的 距离 不 大 ， 则 在 某 些 特殊 的 情 
况 下 可 以 用 定 积分 的 方法 来 解决 ， 下 而 通过 一 个 例子 来 说 明 引 力 问 
题 的 计算 方法 ， 

D BAKA], EMB 3 EP, FERRE HE 
AR PPB AUTRE By a sb IRD m i DS, RRA 
引 为 FF. 

E ”在 本 例 中 ， 由 于 直 棒 与 质点 在 同一 条 直线 上 ， 当 分 割 直 梭 
为 # 个 小 段 时 ， 将 每 个 小 段 与 硕 点 之 间 的 引力 大 小 直接 相 加 就 可 以 
得 到 直 桂 与 质点 之 间 的 引力 《 即 满足 可 加 性 》， 因 此 。 这 个 问题 可 
以 用 定 积 分 来 解决 ， 如 图 6 44 ERR, 使 棒 的 一 端 位 于 些 标 
原点 DO， 质点 位 秆 1 十 4 处， 把 细 桦 上 相应 于 (x ，x 十 dx)] 的 一 段 


近似 地 看 成 质点 ， 其 质量 为 -学 -dx， 这 一 小 段 梯 与 质点 的 距离 是 
i + G — x + MA 


k — . eee ñ ` m - 
O ` x x+dxl 7 ita’ “Wx | 
7 
图 6-44 
1 mds kM m 
" OP hr aay raat 92 ` 
tt [Mm | 
y r= | aF |. 1 十 6 一 3 


___ kMm J sete 
1 olx—~Cita))? . 


© B74 « 


E(o-3)0! Co 357 | 


AB 6-45 A 46-46 
BY y= 一 -x 二 3. 


2. 
=3 [| y (— > = 500 
p=2 | yz( +3) dx oy, 
ati,63X10°C(N), 
函数 的 平均 值 


1 ”连续 函数 的 平均 什 
平均 信 问 题 是 实际 问题 中 常见 的 问题 ，“* 个 离散 量 i= 


1, 2, n ) 的 算术 平均 值 y 一 一 ys 是 大 家 所 熟知 
的 . an 

HR, VENER, HEROD TERA, 
f(x ) 在 (a ， 约 上 的 平均 值 为， 


1 3 fida, 


F=f = 


. 376° 


We Oto SBE A EKA EA i = asint ， 其 


PERI RAE, ONAA. ， 
(1 ) 求 电流 š ZERO») E 833548: ., 


《2 REAL ih EBR, REAA REER ES aR 
Pp, 


_ et of. c. 
8 (i?i = 二 | Lsinotdi= Z= [ sin@tdt 
a 4 0 


(2) BAER HA AEU =;R= I, ,BRsin@i, PUR p = 
Ui 二 12Rsin*@ 1 ， 在 一 个 周期 区 间 (0 , -了 上 前 平均 功率 为 


ci} 


an k 


page | [1 Rsintorde = BR 人 sint ora con), 


w 


可 


R[F, 
4 N (1—cos22 r1)d(Qoz)> 


=! rx 
SIAR, 


ERU =I aR, METRAR ICR, P= ; nUn. 
这 就 是 说 在 纯 电 阻 电路 中 ， 正 弦 交 流 电 的 平均 功率 等 于 电流 与 电压 
的 最 大 信 的 乘积 的 一 半 ， 日 常生 活 中 所 用 的 次 流 电器 上 标明 的 功 
率 ， 就 是 指 的 平均 功率 卢 . 


*2 SARE 
交流 电 的 电流 i =¿( t ) 的 大 小 和 方向 是 随 着 时 间 的 变化 而 变 


的 。 但 是 ， 在 一 般 的 忠 八 上 却 标明 有 确定 的 电流 值 ， 这 实际 上 是 指 
| f > $77 ， 


交流 电 的 有 效 值 ， 

车次 广电 流 iC OTAR, WHE BIER LETI 功率 
等 于 某 直流 电流 7 消耗 在 同一 电阻 中 上 的 功率 了 时， 就 称 该 直流 电流 
了 的 数 信 为 交流 电流 it ! ) 的 有 效 值 , 

A7 ASHER, SEAR, WHR =i), 


REA ! ) 的 有 效 值 了. 
E WO: ER EARN RAI 1 )R， 它 在 一 个 周期 


区 间 (0 ,了 上 的 平均 值 为 -二 -| i?C + )Rdt， 设 直流 稳 恒 电 流 了 
ER LMR TER, WE 
rp= 寺 | pooR f? i (t) dt, 


ALAS LET Bb 48 i RER, 


ont Í ,， 
i F a (ti) dt, 


ED I = Pde. 


PE, RO EBE s =u( ARU GAR 


va cas udt, 
Ha AAA BR PH ERe eH, RRA í = 


Tsinat， 其 中 T。 为 电流 的 最 大 值 ，@ 是 角 频 率 。 求 电流 的 有 效 什 
TREKKA 848 U , 


8 Ku Poe adt = fe iat sin? @tdt = J2 T: 


= z sa 0707 a, 


Na f 
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u= 1 | wa +J. J Rsins otdt 
= |Z | sintorae sin’ @tdt =/= 


#z0.707U ,, 


Ui < Us. 


8 说 明 ， 正弦 交流 电 电 流 的 有 效 值 为 其 峰值 的 -六 售 ， 而 电 


压 的 有 效 值 也 为 其 峰值 的 了 = 信 。. 对 平常 的 照明 用 电 ， 其 电压 为 
a(t ) 二 311sin100x1， 其 电压 峰值 为 311Y， 因 而 电压 的 有 效 杆 沟 ， 
U= ~219. 9% 220(¥), 


在 数学 领域 内 的 统计 学 上 ， 称 V 二 上 -| code 为 函数 


fl* E08 ,6 上 的 均 方 根 ， 因 此 ， 在 交 流 虑 路 中 ， 电 旋 、 电 压 的 
有 效 值 就 是 它们 在 一 个 周期 上 的 均 方 根 值 , 
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第 七 章 ”空间 解析 儿 何 与 矢量 代数 


解析 几何 是 用 代数 方法 研究 几何 河 题 的 学 科 ， 

在 平面 解析 几何 中 ， 通 过 坐标 法 ， 将 平面 上 的 点 与 有 序数 组 。 
平 商 的 图 形 与 方程 建立 了 一 一 对 应 的 关系 .在 这 基础 上 ， 本 章 将 按 
照 类 似 的 方法 ， 讨 论 空 间 图 形 与 方程 的 对 应 关系 . MM, AREN 
法 研究 空间 图 形 的 几何 问题 . 

另外 ， 由 于 自然 科学 和 数学 的 常 要， 本 章 还 将 介绍 矢量 代数 的 
有 关 基 础 知识 .并 以 矢量 为 工具 ， 研 究 有 关 的 空间 办 形 问 题 . 


$ 1 空间 直角 坐标 系 


一 ”空间 点 的 直角 堡 标 

为 建立 空间 图 形 与 方程 的 联系 、 需 要 建立 空间 点 与 数组 之 加 的 
联系 ， 这 种 联系 常 是 通过 空间 直角 坐标 系 来 实现 

空间 直角 坐标 系 规 定 如 下 ， 

过 空间 一 定点 @， 作 三 条 互相 垂直 的 数 轴 ， 它 切 都 以 口 为 原 
Fs 且 一 般 县 有 相同 的 长 度 单位 ， 这 三 条 轴 分 别称 为 * 轴 ( 横 轴 )、 
Yoh COM). z3h BHD, SHAH. CNH EI 35 F 
Ro BSH. AHIR a H. SRE, EET 
方向 为 z 轴 的 正 向 ， 这 样 的 三 条 坐标 轴 就 构成 了 空间 直 前 坐标 系 ， 
点 口 称 为 坐标 原点 . 

三 条 坐标 轴 中 的 任意 两 条 轴 记 殉 定 的 平面 称 坐 标 面 ， 丰 应 称 为 
xoy 面 、yoz 曾 、zox 面 。 三 个 坐标 面 把 空间 分 成 八 个 部 分 . %$— 
部 分 称 为 一 个 卦 限 。 人 含有 xY qh, 382 z 辅 正 半 轴 的 那个 在 限 称 为 
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= 


& 7-1 


第 一 封 限 ， 其 他 第 二 、 SH. SUAREN, Bw 
针 方 向 确定 、 第 五 至 第 八卦 限 在 xoy 面 的 下 方 。 第 五 封 限 在 第 一 封 
限 下 方 ， 按 递 时 针 方向 确定 、 这 从 个 封 限 分 别 用 字 母 I 、 工 、 下 、 
VW. Y. W. W. WRC 见 图 7-1 ) 

取 定 空间 直角 坐标 系 后 ， 就 可 以 建立 空间 点 与 数组 之 间 的 对 应 
XK. 

设 朵 为 空间 一 个 点 ， 过 点 好 作 三 个 平面 分 别 垂直 于 x 轴 、? 轴 
和 > 轴 ， 它 们 与 Y 轴 、2 灿 、>z 轴 交 点 依次 为 忆 、Q、 丸 《见于 
7-2 ) ， 这 三 点 在 x 轴 、? 轴 、z MBERKAHI. Y.. FE, 
空间 的 一 个 点 M, 就 唯一 地 确定 了 一 个 月 序数 组 xx Y, RAK, 
车 已 知 一 有 序数 组 x 、.? 、z 。 可 依次 在 x 轴 、? 轴 、z 轴 上 分 别 取 
Mix IZA P. Q. R, RE, UP. Q. RARE 
EET, JA, ROE, REP PR ER MEET E 
数组 x .2 、z 所 确定 的 唯一 的 点 对 .. 这 样 ， 就 建立 了 空间 点 村 和 有 
序数 组 x ,y 、z 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 这 组 数 *、》、z 称 为 点 村 
的 坐标 ， 并 依次 称 xX I. 2 ARMIR, ME EE. Æ 
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A 7-2 
标 为 * 、》、2 的 点 夺 通 常 记 为 MC% ,3 z). 
这 样 ， 在 空间 直角 坐标 系 下 ， 就 建立 了 空间 点 夺 与 有 序数 组 
《ww2y2 ) 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
i AES ABRAM BAR RAS, HERR 
IE fE RFI, FH RS, 


由 了 此， 可 给 出 两 个 点 美 于 坐标 面 、 坐 标 轴 、 原 点 的 对 称 含义 。 
两 个 点 肝 、 怠 称 为 关于 xzoy 面 对 称 ， 即 连接 两 点 的 线段 MOR 
xoy 面 起 直 ， 县 被 其 平分 ， BAM MARA ( x s Y, z ) > WA M 
关于 xoy 面 对 称 的 点 所 的 坐标 为 (xy*，y， 一 2 }( 见 图 7-3), 同 
样 ， 点 村 (x ，?，2 ) 关 于 ypz 面 对 称 的 点 乡 的 坐标 为 (一 yy 2 y; 


* 382 ， 


i 
I 
l 
lace, y, —z) 
| 图 7-3 

BMCS , y, 2 ) 关 于 zox 面 对 称 的 点 9 的 坐标 为 C x,—y,2). 

两 个 点 好 ， 驴 称 为 关于 z 轴 对 称 。 即 连接 两 点 的 线段 村 Q 与 z 
HEEL, HA? HED ARR AAMER, Y,2), 
MAMET z SERA Q E PR ea ya) C 见 ETA), 
RH, AM(x.9 DRET x 轴 的 点 的 BA meme; 点 


图 7-4 
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M(x; y,2y 
` 1 


Pd 


因 7-5 


Mixy DAET 2 SRBS AR ERR C —x,y,—2 >. 

两 个 点 财 ， 马 称 为 对 称 于 原点 骆 ， 即 连接 两 点 线段 MQ 通 过 
RO, HBAOR-FS. BM lay z) T K OXD BOW E 
标 为 (< 一 x* ,一 了 ,一 2 )《 见 图 7-5 ) ， 

特别 是 在 坐标 面 上 和 和 坐标 轴 上 的 点 ， 其 坐标 各 有 一 定 的 特征 ， 
如 果 点 好 在 yoz 面 上 ,出 有 x 一 0， 同 样 ,在 >ox 面 上 的 点 *' 有 3 一 0 
在 xoy 上 的 点 ， 育 z 一 0 .如 果 点 蜡 在 * Sh L, HJ = z=0; A 
Fë, EYRE, x= z =0, # z 轴 上 的 点 ， 有 xx 一 2 一 0， 
如 果 有 半点 在 原点 ， 则 有 * 一 ?一 3 一 0. 

二 ”空间 两 点 间 的 距离 

设 空间 两 点 M13 3 I 21), M:Cx: yss2s), 如 何 用 两 点 的 
坐标 来 表达 它们 间 前 柜 离 。 可 以 过 点 Mi 、 衣 :各 作 三 个 分 别 垂 
ETZARA. ARAFE AUM M: 为 对 角 线 
的 长 方 体 ( 见 图 7-6 >, 

HFAM,NM-2BA=A CH PZM. NM: JEA). A 

d= |MM| = IM NIFH IN M.| ° 
= |M , P| + IPN| 2 + INM.| °, 
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eA =v +(—2)? +2? = 3, 

loB| =/3?+(—1)? +0 =/10, 

4 到 一 (3 一 1 十 (一 1 十 2)2 十 (0 一 2)3 =3, 
所 以 1D4 = ABl, MACABASEB=A¥. if 1 

fA2 过 点 村 ,一 2 ,3 2) 作 一 直线 平行 于 3» BH, RE #& E 
与 原点 距离 为 8 的 点 移 华 标 . 

解 ” 因 过 点 村 ,一 2 ,3 , 2 ) 而 平行 了 轴 的 直线 上 所 有 点 的 * 
EREA- 2, z EREA, MIB. MMR 所 求 点 为 
M(—2,49.2), HHS, S 

OMI =/(—2)' + y2-22=3, 


解 得 
y=+1. 
放 所 求 点 坐标 为 < 一 2,1,2) 和 (一 2,1,，2).。… 
§2 RERA 
— FERS 


在 自然 科学 中 ， 经 常 过 到 这 样 -一 种 最， 它们 既 有 大 小 ， 又 有 方 
向 。 例 如 ， 力 、 连 度 。 位 移 等 等 ， 这 一 种 量 称 为 矢量 < HE). 

在 数 掌上 ,往往 用 有 向 线段 表示 矢量 ,有 向 线段 的 长 度 表示 为 舌 
量 的 大 小 ， 有 向 线段 的 方向 表示 矢量 的 方向 。 以 4 1 为 起 点 ，M :为 
终点 的 有 疝 线段 表示 的 秋 量 ， 记 为 ,MM;。 有 时 表示 矢量 也 可 用 一 
个 粗 体 字母 或 一 个 上 面 加 有 简 头 的 字母 ， 如 a 、 避 、i、 FRE, 
b, T, FSA RAN ) ， G 

矢量 的 大 小 称 为 矢量 的 模 . 矢量 a《 Be >, M M WRRK 
记 为 lal《 或 1a1 >. IMM. 模 等 于 1 的 矢量 称 为 单位 矢量 、 
模 等 于 零 的 矢量 称 为 零 矢 量 ， 零 矢量 的 方向 可 以 看 作 是 任意 的 ， 记 
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Ho ( 或 2 >. 
MI KENTER ERMITA. 
EX ” 知 两 个 矢量 模 相 等 ， 方 向 相同 ， 则 称 为 这 两 个 矢量 相 


在 实际 问题 中 ， 有 此 矢量 与 其 起 点 有 关 ， 有 些 矢 量 与 其 起 点 无 


bit y 


= ZEHK 

1 KES nk 

设 两 个 矢量 a，8， 关 于 它们 的 加 法 定义 如 下 : 

。 定义 ”以 一 定点 为 始点 ， 作 矢 其， 如 5， 以 这 两 个 矢量 为 邻 边 
作 平 行 四 边 形 ， 从 定点 到 这 平行 四 边 形 的 对 和 角 的 顶点 记 构 成 的 矢 
量 ， 称 为 天 量 a ， 占 的 和 ， 记 为 a 十 占 《 WA7-38). 


>! 


图 7 了 "7 S 7-8 


以 上 这 种 求 两 个 矢量 和 的 方法 ， 称 为 两 矢量 和 的 乎 行 四 边 形 
法 

如 果 两 矢量 as，$5 在 同一 直线 上 ， 那 末 规 定 它们 的 和 是 这 样 一 
ARE. Sea, 同方 向 时 ， 和 矢量 的 方向 与 原来 的 两 失 量 方向 相 
H, HAASTEREN: Ma 与 6 方向 相反 时 ， 和 矢量 前 方向 
与 模 较 大 的 矢量 同 向 ， 而 模 等 于 两 矢量 的 模 的 差 ， ¢ 

fE _~RRMNB-HKEE, AERE a, BU aü B fE 39 b 
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的 始点 作 b, WA a 的 始点 到 SR RMR, Be X FR 
a, SRMN at b 见 图 7~9 7》， 此 方法 称 为 两 矢量 和 的 三 角形 法 。 
三 角形 法 对 于 多 个 矢量 的 求 和 较为 方便 ， 即 以 前 一 个 矢量 的 终点 ， 
作为 下 一 个 矢量 的 起 点 ， 直 至 最 后 一 个 矢量 。 则 由 第 一 个 矢量 起 点 
与 最 后 一 矢量 终点 所 狗 成 的 矢 有 是 ， 即 为 所 求 的 和 矢量 . 

矢量 的 加 法 满足 以 下 运算 律 ， 

(1) 交 换 律 ea 十 五 一 五 十 aa 

《 2) 结合 律 Cat bote=atl(bted=atbte 

两 矢量 和 的 交换 律 可 由 求 和 的 平行 四 边 形 法 得 到 ( 见 图 7-8 ) 。 
结合 律 可 由 三 角形 法 得 到 ( 网 图 7-10 ) , 


Ei 7-9 - 图 7-10 


当 q， 忆 都 不 为 零 天 量 时 ， 由 三 角形 法 疝 以 君 出 
leat bl<lalt+15!, (1) 
等 号 成 立 ， HE >» 上 5 方向 相同 ， 事实 上 ， 若 a, Š, até 
构成 一 个 三 角形 ， 则 由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 得 到 
fate l<tal tial, 
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E Œs 五 的 方向 相同 ， 则 等 式 
Jat bl=lal+14l 


R, G a, 吉方 河 相 反 ， w 


lat bl] =llal—1Sli<lai + ibt. 证 举 
不 等 式 ( 2 ) 称 为 三 角形 不 等 式 。 它 反映 三 角形 两 边 之 和 太 于 第 
三 边 这 一 事实 ，, 
2 XE) R ik 


HELP REHE, HABE MRR) 的 概念 . Ea 
为 一 矢量 。 则 与 ae 的 模 相 等 ， 方 向 相反 的 矢量 ， 称 为 HWE, 
记 作 一 a. 

TX KR a 与 5 的 差 为 cH b KÉKRE- EH. ED 

| a— b= a+(— 6) 


称 为 a5 b 8922 C 见 图 7-11 9), 
3 ZB5SMORE 
定义 设 4 是 一 实数 . ako SR, CNHRBA aE XM 
T: 
(1) 48 是 一 个 矢量 : 
(2) [Ael*lAllal, Mie Bea 的 模 的 14| E; 
(3) ha 的 方向 ， 
| 车 4 0 ，4a 的 方向 与 a 相同 ， 
FALO, AAHAHS a HE: 
#4= 0, Aat ERE. 
特别 是 当 1i 一 0 、1、 一 工时 ， 有 
ta= l, la=a, (—-lDe=—ay, 
SWARM, KBARMURE, 
矢量 与 数量 的 乘积 满足 以 下 运算 律 〈 设 4，& 为 实数 》， 
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《1 ) 铺 合 律 Mpa = Cla: 

(2.48 (14+ aa —Aa tie; 

(30M Mat bo=AatAb, 

运算 律 ( 1 )、( 2 ) 是 明显 的 。 请 读者 自己 证 明 ，， 

WAC3> 

Bi=0, WPMWRRSRE, 

车 和 >>0 。 当 平行 四 边 形 的 两 邻 边 各 变 为 和 倍 时 ， 记 得 的 平行 
四 边 形 与 原平 行 四 进 形 相似 ， 因 此， 所 得 到 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 
与 原平 行 四 边 形 的 对 角 线 方向 重合 ， 且 是 它 的 人 局 ( 见 图 7-12 >, 
攻 

Ka 十 五 ) 一 和 a 十 入 二， | 


Salo, E D lla, IM 下 为 邻 边 的 平行 四 边 形 ， 然 后 
将 所 得 到 的 平行 四 边 形 绕 口 点 旋转 180"， 得 到 新 的 平行 四 边 形 的 两 
Bittia, AMNA HAC a +b) (R A7-13). KW, 


Aca t d= at ib. E Ë 


KE, H a 与 5 平行 的 充分 必要 条 忻 是 


. b=hae, CBR), | (2,1) 
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图 7-13 


Hato, Wry 是 与 a 同方 向 的 单位 矢量 ， 记 作 a"。 即 


“一 一 CH a= lala’), 


= RNs BAT 
1 大量 在 轴 上 的 投影 
为 了 沟通 数 与 失 量 的 联系 ， 需 异 助 于 矢量 在 坐标 轴 上 的 投影 来 
实现 . 
BRE AB 与 轴 [的 正 向 夹 角 为 gp OSP, AENEA 
As ABOA KEH, RATES! 轴 的 交点 A'， 
BOOMER AMAR 1 轴 上 的 投影 (图 7-14}， 轴 上 的 有 


H 7-14 
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ABA BEA B' ， 称 为 矢量 ABE HI 上 的 投影 。 记 为 

一 一 > — 
Pri AB =A’ B. _ 轴 1 上 有 向 线段 A B’ KAA’ B 是 这 样 一 个 数 ， 
这 数 的 绝对 值 等 于 4 BRE. KE AR WHH ñz 
定 ， 当 A 与 1 Aged, 4’ B’> 0; 当 A'B 与 1 Ra, A B' 
L0, XAB 重合 了 时， AB =D, 

如 果 在 轴 ! 上 选 定 原 点 及 单位 长 度 ， 并 以 x, 、*: 分 别 表示 A 、 
B 在 数 轴 1 上 的 坐标 ， 则 容易 验证 4 五 在 数 轴 1 上 的 投影 有 下 式 成 
3E, 

Prj A Ë= x, — =, (2.2) 


关于 矢量 的 投影 还 有 以 下 两 个 定理 ， 


定理 1 KE 4B 在 轴 1 上 的 投影 等 于 矢量 的 模 习 以 轴 与 和 拓 
HRA MRR, BU 


— 一 一 一 
Pry AB= | AB | cos?, (2,3) 
dhe hah SRA BEA. 


证 明 ”如 图 7-15. RAB RA AT, RRS I FH, 
AAA, WHS ARASTA SAB 的 夹 角 9， 且 有 


+ — * — 
Pr) AB =Prj” AB, 
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又 一 -> — . 
Prjy AB = AB" = | AB | cos?, 
所 以 
. — — 
Pri AB = | AB | cos@, 证 毕 


由 定理 可 以 看 H, ABER 上 的 投影 与 4 请 与 1 的 夹 角 9 有 
关 ， 当 9 为 锐角 时 ， 投 影 为 正 ， 当 9 为 钝 角 时 ， 投 影 为 负 ， 当 四 为 
直角 时 ， 投 影 为 零 

推论 ”相等 的 矢量 在 同一 轴 上 的 投影 相等 ， 

定理 2 两 个 矢量 的 和 在 轴 上 的 投影 等 于 两 个 矢 县 在 该 轴 上 投 


Em. 

Prila, ta = Prja;, tPrjia. (2.4) 
O EA ”如 图 7-16， 由 矢 最 加 法 的 三 角形 法 , 设 a, AB, a= 
BC, W 


— — — 
a Tda, = AB+ BC = AC. 


图 7-16 
HAA, B. C 在 轴 H 上 的 投影 为 .4 、 B', Cc’, ZR LEE 
原点 及 单位 长 度 ， 并 设 A 、B' 、C' 的 坐标 分 别 沪 x, Ste. Xa y 
则 由 《2.2) 式 可 知 


* 393 ° 


Pria, tas} Prj, AC = x;—w, 
=(xs— xr) F 0%2—4%1) 


— 一 一 > 
=Prj, BC 十 Prj AB 


= Pria: t Prj: 


Prjrgal Ta+)= Pria, +t Prja:. TE 1 
Rt ”由 定理 2 可 推广 到 有 限 个 矢量 .， 匈 

Prila, tes te ta = Pria t Prj as tee + Prijs. 
2 矢量 的 符 标 表示 法 
为 了 矢量 进一步 应 有 用， 下面 引入 矢量 的 党 标示 示 法 ， 使 矢量 运 
HRI, 

设 空间 宜 角 上 坐标 系 ， 在 正 x 轴 、 正 y 轴 。 正 z 轴 方 向 上 各 取 单 位 
撩 量 上、 了 了、 六， 这 三 个 矢 县 称 为 举 标 系 的 三 个 基本 单位 矢量 ( W 
图 7-17 >, | 

设 aU RAR AAR, ER RAM (4,952). BR 
这 种 以 坐标 原点 为 始点 的 矢量 DM 为 天 经 ， 由 图 7-17 可 得 
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= (xs x it ye —y et 22-2 AR, (2.6) 
pp 

— 

M, IM:I= {ät tis Vee Yi, Ze}, > f 
ELOR Pe tr Xis Yayi, 2 — 233] X M M. E Ox 
Mm. Oy. Oc LHR. 由 于 矢量 平移 后 ， 它 在 轴 上 的 投影 不 
变 ， 所 以 一 个 矢 重 平行 移动 后 ， 这 个 矢量 的 坐标 不 会 改变 ， 如 果 矢 
其 是 和 天 称 OJM， 这 时 矢量 口 M 的 举 标 恰好 是 村 点 的 坐标 。 在 一 般 情 
况 下 矢量 坐标 是 其 终点 的 从 标 减 去 起 点 的 坐标 ， 

Ba. SBR RAR 


a= nit arj tok 


b=b, i +6,7+6,8. 
MKB MEM USE at b. Aah EREZA 


at b=(o, tb 8+ (G thy) ftla, tb 
= a, 15,, dy + by, a,+6,}, 


ha= (Aa, it Cian f+ OAc, R= (Aa, s Age, Aas} 
fi 1 设 e={1,—1,0}. b= {-—2,3,1}. e= {2,—6,~-4}, 
求证 ”3 at 264 Fite. 


证 明 
3 at 26=3{1,—1,0} +2{—2,3,1} 
m{3—4, —3+6, 0+2} 
={—1,3,2}. 
由 于 


3 aq 十 2 b=— e. | 


根据 二 矢量 平行 的 充分 攻 要 条 件 (2,1)， 可 知 3 a 十 2 OFT Fe. 
iE !Ë 
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3 矢量 的 模 与 方向 余弦 _ 
矢量 可 以 用 其 模 和 方向 加 以 确定 。 为 简化 计算 ， 下 面 给 出 矢量 
的 模 与 方向 的 举 标 表达 . 
-_ > 
WX @=M,Mi=a,ita jtak, 
H BEY A a GK K AT-19 0) EL BRB au wa BRIAR 


一 > 
lal = |MM| =, IM Pl t MQ ?+ LM R!’ 
=.”a* + ai + at, (2.7) 


4, 
Y, 


BI 7-19 
对 于 矢量 a 的 方向 ， 可 以 用 a 5 x th, YH, > 轴 正 向 的 夹 角 
a, 8, VRRMR. Bal 0 Sagan), LOSKET), PO KPKT) 
为 a 的 方向 角 《〈 见 图 7-19 ) . 
-由 于 矢量 坐标 就 是 矢量 在 坐标 轴 上 的 投影 ， 根 据 定 理 1《2.3) 
式 ， 有 


a= |M, M ,| cosB= lal cosp; 


-> 

a = IM , M ,| cosa= lat cosas 

—> 

(2,8) 
— 

a= |M M :| cosy= lal cost. 


+ 307 * 


公式 (2.8) 中 的 cosa、 cosh, cost HA X E ah DA RH. 
BeAREWAARBRARRRT I. 62.7) 代入 (2.8) ih 
BYlal +o, WE f 


Gz 
vaitata? 


cosB= = (2.9) 


Gr 
— s 
atkas+al 


= as 

cosY= PT ta 

(2.0 RARE ahi RIAA SE ta BRIAR. 
ATT RK AE 


cos at cos’ tcostY=1, 
BA, Ke BJP i K La H ERAN 


at= _={cosa, cosh, cosY} (2.10) 


lal 


BU Ses Jy 32 1653638 42 CEL ED Em. 
H2 RRGta=(1,0,— 3} 的 横 ， 方 向 余弦 及 a 的 单 位 矢 


mAb. 
解 
a 的 模 lal =v 4 +0? +(—3)75 5, | 
a HFT la] R | 
cosc 一 全， cosp === 0, cosr= t, 
a 的 单位 天 量 为 
-a ft 5 _3) . 
a = Tal ($ Oy 5} 
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RRR. ERR. “HSR 

1 两 矢量 的 数量 积 

( 1 ) 数 量 积 的 定义 

引 例 RMA RH IF TET BHA AM BOAsAM: 
《 见 图 7~20 y. WA s= M.M: Se, HEE 功 
为 

W= |F] |s| cosh, 

其 中 8 为 F Se XK. 


图 7-20 


可 以 看 出 ， 功 所 是 数量 ， 它 是 由 两 个 矢量 亚 和 s BLES 
确定 ， 经 数学 抽象 ， 定 义 如 下 ; 

定义 ”两 个 非 零 矢量 a ， 刁 的 模 与 它们 夹 角 的 余弦 的 乘积 ， 称 
ARBa, SHRERAC 又 称 点 积 ， 内 积 ) . 记 作 a b, B 


a- b= lal |5]cos0. (2.11) 
其 中 为 a 5j b B 36 C 0 <0<x). 
Gi, SABE PL n X 5tiy S 3 m. 
由 于 lë] cost ERES 在 a 上 的 投影 ， j el cost Rita £ b E 
的 投影 ， 故 有 


v a' b= lal Priab= | B| Prisa. (2.12) 


W =F. 
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( 2 ) 数 量 积 的 运算 律 


Ci ERE 
ab= bea; 
(ji 分 配 律 
Cat) c= arcthre: 
CiipHkee 


Caa) ba CAB) =C arb) CARR. 
WA (<)、(iii) 由 定义 易 证 ， 这 里 从 赂 。 下 面 只 证 明 (ii)， 


(a +6)+ e= fel Prjo Ca + b) 
=je](PrjeatPrijce b) 
=a-etb-e, 证 毕 
( 3 ) 数 量 积 的 坐标 表达 式 


1 c =a, tary +a. Ë, & = b; +bsy+b,k, 
有 a 


a> b= (a, tarjta k) (bi 十 天 十 五 下 7)。 
KRERER EAE RT NKR: 
¿i=j jak- hel, i'j= jf k=k-*f=0, 
得 
a+ b=o,6,+ abs ta,5,. (2.13) 


这 就 是 数量 积 的 举 标 表达 式 ， 
(4) HRW EM BEAR #Ë 
根据 数量 积 的 定义 
Cte 
| a: b= la) |b] costa, 55, 
裤 当 a b2IFSREN, STTS S BELDCB Z K 
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es. a'b 
= 一 人 (2.14 
cosl z, b ) ia 站 而 ) 
车 用 坐标 表示 上 式 ， Ha= ait ajtak, b=b,i 
+by +6.8 » 有 


— — a-b, tarba t a,b 
cos (as B= Dat ort aiv DT bT oF 


Be, b 是 两 个 非 零 矢量 ,那么 a b 刁 直 的 充分 必要 条 件 是 


(2,15) 


a` b=0. (2.16) 


FNC 2.15), Ha, Ó BJ TR3ESXK SEIS 
ab Fasbs tab, = 0 " (2. 17) 
H3 #=HAC1,1,0), B, 2,—4), C,4,— 6), 
sË Z ABC. 
解 ” 因 为 
— — 
BA={—1,~-1,4}, AC = —1,2, —21, 
所 以 
— > (D+ K 2-44 x ( 
> _ —1)(-1 —1)X%2+4x(—2) ; 
P (8A, BÇ )= ———ə— ———————-——  ...lƏ s 
eos ZICI + (— 1) F429 C 1525 F (235 
__ 1 
/ 2’ 
i | 
LABC= =. 
2 两 关 量 前 失 量 积 


《1 ) 基 量 积 的 定义 
IA 设 O 为 一 杠杆 工 的 支点 ， 力 严 作 用 于 杠杆 点 已 处 ， 且 严 
HO P 37830 ( 见 国 7-21 } ， 由 力学 规定 ， 力 严 对 支点 口 的 力 E 
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™, i j " 
— 


/ Q 


7-21 图 7-22 


IMi = |F] |O Q! 
— 
= |F] lO FP | sin8, 
REMNDW. MEEFOPSFRAEH ER, HOP. F 、 


币 构 成 右手 系 ， 
可 以 看 出 ， 力 矩 矢 量 钵 的 模 和 方 窗 完全 由 矢量 忆 和 OP 所 确 
定 ， 
经 数学 抽象 ， 给 出 矢量 积 的 定义 如 下 ， 
定义 ”两 个 非 堆 矢量 a ， 5 按 下 列 条 件 确定 一 个 矢 量 c, 
(Gi) ce 的 模 为 |el=|al lb|sinCa, &); | 
(ii) cHARMA. cB Ta, b, Ejka, b, cHRA 
手 系 ( 见 图 7-22 ) ， 称 ce 为 wa， b 05 RES, (MI, Fb. 
记 与 ax5， 即 


c=axX b, | 
(2 ?矢量 积 的 运算 律 ， 
(bx a=—-—CaX bd); | 
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《ii 分 配 律 
CatbxXc=axctbXe: 
GDE.: KADEA, 
(kha )xXb5=a=xXC0(Mb5)=)A( aX 6 ). 

说 明 (i) 可 由 定义 直接 推出 ， 由 此 可 知 ， 矢 量 积 不 满足 交 搞 
律 。 应 予以 注意 . 

(iD) ATRAD> 0 ，X 之 0，) 二 0 分别 用 定义 直接 推出 . 

CIDA EARS, BME GE, 

{ 3 ) 矢 量 积 的 坐标 表达 式 . 

É a=a, i tary task, b=b.i+brjtb,k 
出 


axb= lad tasjta k) X (bi +b,.f+5.h), 
依据 矢量 积 的 运算 律 及 下 列 关系 ， 
ixfeyxypok x=0, 
ixj =k, fxk=i, k Xi=j, 
FXGi=-kR, kxj=—i, Xk =f. 
可 得 
aX 6= lab, ob T (a,b,—a,b,) j 
+ (aby—asb DR. (2,18) 
为 便于 记忆 ， 可 利用 行列 式 表示 为 
ij k 
axb =d; Gre as (2,19) 
b, br b, 


这 就 是 矢量 积 的 举 标 表达 式 ， 
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( 4 ) 两 矢量 的 平行 条 性 
Ba; b J Ë RE, H 
a=a, tasj tak b =b, i tbf tbk, 


根据 矢量 积 的 定义 可 知 ，a 与 五 平行 的 充分 必要 索 件 是 


axb<=0. (2.20) 
F5 (2.18) RRC 2.19) 即 
arb, — a,b; 0, o,6,~a,56,=0, nebim ayb, = 0, (2,21) 
Ha, S77 HMBRRAMA. 
ür — GF — ü: (2,22) 


b; by bb, ° 
这 里 ，、 在 6.，b:，。5: 都 不 等 于 零 时 ， 等 式 (2,22) 与 (2,21) 有 相同 意 
义 ， 而 形式 上 (2.22)? 较 (3.21) 简 单 。 在 bp。，5r .中 有 一 个 或 两 个 
汶 夫 时，(2,.223) 看 作 吓 (2.21) 的 简便 写法 ， 如 等 式 


应 理解 为 gr 二 0, a,b,—a,b,= 0. 
m 4 Wa = 12, 35 1}, B={1,0,—-—1}; 求 与 ae。 b Ë 


的 单位 矢量 e . 
WW 因 e.La， e168， 所 以 6 与 a x 上 5 平行 ; 
i J & 
axb=1 2 3 1 |=— 3: +3Jj —3Ë 。 
1 0 一 1 
故 记 求 单位 矢量 有 两 个 ， 
== axb -一 i 一 _— 
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FRaxbHehRBRH 


dr z d: a a, dr 
(axb e = Cs > crt Cue 
x b; b, $ 3 bs 
从 面 得 到 
Gs dr Gs 
(ax b)-e=j|b bs b, 
Cs Cy Fa 


RERA LAE 
由 于 a Xx 5 是 一 个 与 a， 上 七 都 垂直 的 矢量 ， 它 的 模 等 于 以 a» 


oA ETE aR 
= axb|. 
fe < ax M > ` e 等 于 ax b, cHRANWKE Xen 2 32 BU 


ÆR, BB 
lax] || cos, 
由 此 可 见 ，《 a xb )。e 的 绝对 值 等 于 以 矢量 em b, eH 
BARA TA TAR PE C 见 图 7~23 y. EB 


V=laxbl le llcos0) =| (a x b): cl. 
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由 三 矢量 的 混合 积 的 几何 意义 ， 直 接 可 得 (ax5)v*e=0 
tla, b. cHRNFTANKKRATHARD BERT, Wit 
n$ = XE 3k T y 32 DERE 


(axb): c=0. 

所 谓 一 些 矢 量 共 曾 是 指 存在 一 个 平面 ， 使 这 些 和 关 县 都 平行 于 这 个 平 
面 . 

fic HES VOR AC Yii) Bižas oa sZa 8 C(Xs 33 253), 
D(x 45 vas zg stay 25 PF. —> — —> 

N A. B., C, 吕 四 点 共 面 等 价 于 三 矢量 A48、AC、AD 
RE. 

由 于 AB = {x — xi Ya His Ze ZI f 


-一 > 
AC ={%3—415 Mama Mis Ham 21h» 


AD =4x%,—21; YaTT Mes Ot. 
WE = SE 3t iq 362 DER. MENURA, B. C. DRAM 


X: Ry Mew M1 Zaži 


— — —— 
CAB X AC) + CAD) =|x:—x, Ya V1 za 一 2 Fb. 
Xa He Ya Ze 24 
$S 3 平面 及 其 方程 


一 ”曲面 方程 的 概念 
在 空间 解析 几何 中 ， 任 何 曲 面 都 可 以 看 作 是 点 的 几何 轨迹 ， 在 
<BR, MRS 与 三 元 方程 
严 (x%y yz) 一 0。 (3.1) 
A 3 MRR. 
Ci) BB BLS LTE — ah SPHERE 
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F(x, y.z) = 0. 


Fix, Y, 2)= 0, 
(ii) 不 在 曲面 S$ 上 的 点 的 坐标 ， 都 不 洲 足 方程 
Fix ,y, z)= 0, 
WRAR E(t, Y, z)=0 为 曲 夯 S$S 的 方程 ,而 曲面 5S 称 为 方程 
F(*,9,2)=0 RB ( A7-24). 


下 面 举 例 建 立 几 个 常见 的 曲面 的 方程 . 
例 1 设 点 4f2，0， 一 1 和 有 iT 一 1,2)， 求 线段 4 号 
的 垂直 平分 面 的 方程 . | 
MN FEM, FRIRRESAA, BSAA BU JU BJ SA 
迹 ， 
设 所 求 平面 上 任 一 点 为 M(% ,2 )， 由 于 
|AMI=IBMI., 
A 
oS aD Fy FGF 一 w (YX 一 1)2 十 (7 十 1)2 十 《z 一 2)29 
化 简 得 到 方程 
2x-F2y—6z+1=0. (1) 


不 难看 出 ， 平 面 上 的 点 满足 方程 ， 而 不 在 平面 上 的 点 不 满足 方程 
MBA RRE ABH ERE SHAR. 
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图 7-25 
H2 CME ABRAM of xos Xo, zo) KBAR, 试 建 立 球 


Mi Ë, 
E 设 所 求 球面 上 任 一 点 为 MCX ,y,z y( 图 7-25 》， 由 于 
IM , M! = B, 
* 
VW Cte eg ty y ttle 2)? = R, 
(a—x() F (y—y | E (z—z 2 SR’, (2) 


易 知 ， 球 画 上 的 点 的 坐标 满足 方程 ， 而 不 在 球面 上 的 点 的 坐标 
都 不 满足 方程 ， 所 以 方程 ( 2 ) 就 是 所 求 球面 方程. 

如 果 球 心 在 原点 ， 屠 末 x*o= 二 3, 二 z6 二 0 ， 从 而 球面 方程 为 

x’ + yt be? = R°. 

由 上 二 俩 可 以 看 出 ， 作 为 点 的 儿 何 轨迹 欧尚 面 ， 可 以 用 它 曲 而 
上 点 的 流动 坐标 的 方程 来 表示 ， 反 之 ， 变 量 x 、》 和 z 间 的 方程 通 
常 表示 一 个 曲面 。 因 叱 ， 在 空间 解析 几何 中 关于 曲面 的 研究 ， 有 下 
面 两 个 基本 问题 ， 

(让 已 知 曲 画作 为 点 的 几何 轨迹 肘 ， 建 立 上 曲面 齐 方程 ， 
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(ii) 已 知 点 的 沧 标 xx 、》、z 的 方程 ， 研 究 方程 所 表示 的 曲 面 的 
图 形 . 

下 面 先 讨论 最 简单 的 曲面 一 一 平面 . 

= 平面 的 点 法 式 方 程 

一 个 平面 在 空间 的 位 置 ， 是 由 某 些 几何 条 件 来 确定 。 如 过 了 韦 共 
线 的 三 个 点 ， 过 一 点 及 一 直线 ; 过 一 点 ， 且 与 某 矢 量 垂直 等 等 。 但 
是 ， 许 多 几何 条 件 常 常 可 以 转化 为 上 面 最 后 这 个 条 件 ， 下 面 根据 这 
个 条 件 建 立 乎 面 方程 。 

任何 一 个 垂直 于 平和 面 的 非 零 关 量 称 为 平面 的 法 线 矢 量 ， 简 称 为 
ERE. i 
BF T] = 过 定点 人 (Xo0s Yo *Zú }), 其 法 级 矢量 为 pn 二 {A4A,B， C ty 
试 建立 平面 方程 。 _, 

BEM, Y, ) 为 平 画 x 上 任 一 点 ， 由 题 设 知 * BM M: 
Ei # eee N Stan EH 见 图 7-26 ) ， 因 此 ，n 与 MM B s TT 
RESETS, HD 

n- MoM = 0. 


— 
由 于 n= {4， By C}, M M= iX Xas 了 一 Jp Z— Ze. 


的 图 7-26 
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Ale 4 FBC Y— VIACE—Z_) = 4, (3.2) 
| 方程 (3,2) 就 是 点 MM( X,Y,Z ) 在 平面 x 上 的 充分 必要 条 件 。 BA 
Hi z 上 的 点 的 坐标 满足 方程 (3.2)， 反 之 ， 满 足 方程 的 x,y,z WW 
的 点 必 在 平面 上 ， 故 方 种 (3.2) 芭 为 所 求 的 平面 方程， 
| FAT PMA (3.2) A M (xa, yo z) ME RRA 
nn 一 {A、 昌 ,CC } 所 确定 的 ， 所 以 方程 (3.2) 称 为 平面 的 点 法 式 方 
程 ， 
例 3 RUAM.(1,0,-DABAT Ka ={2.-3,-1} 
的 平面 方程 . 
RW 根据 平面 的 点 法 式 方 程 (3.2)， 所 求 的 平和 面 方程 为 . 


2(x—1)—3y—(z+2)=0, 

BD 
2x— 3¥—2z—-4=0 
为 所 求 平 面 方程 ， 

例 4 RAM C0,-1,3), M-(1,1,-2), 
Ms-1,2,-2).WFHHR. o> os 

we 设 所 求 平 面 的 法 线 矢 量 An. AM: Mss M. M , EFM 

一 一 > — 一 一 > 

上 ， 故 a# 同 时 垂直 矢量 M，M，， M; Ms, W M IM: = [ 1,2,—5}, 
M.iMs={—25 1, Ü }, (FREER, 


: —> -一 > fd k 
MM XM:M:;= 1 2 —5 [=>=5i tli} + 5&. 
一 2 I 0 
WMn=({1,2, 1}. 由 平面 的 点 法 式 方程 ， Fy | 


KRt+2°0¥ $1940 2—3)=0, a. 
BE - 
x + 2 + z — 1= Ü 
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*b POE HB, 
AS 一 个 平面 通过 2 Hh, BRAM(2,4,-1) REA 
程 。 
解 ” 设 所 求 平面 法 线 失 量 为 Rn， 因为 8 Lk, n OMe% 
aR. 
i ; kÍ 
0 0 1 
2 4 一 】 


— 
k XOM ,= =— 4 š + 2 $ 


WRre={2.-1,0) SFRW SADE, h 
2(x—2)— iy 4)=0, 
Bp 2x— ¥= 0 
为 所 求 平面 方程 . 
由 以 寺 例 题 可 以 看 出 ， 利 用 点 法 式 方程 求 平 面 方程 的 关键 是 每 
找平 面 上 一 个 点 及 平面 的 法 线 矢 量 . 
三 ”平面 的 一 般 式 方程 
将 平面 的 点 法 式 方程 (3,2) 化 简 ， 中 得 x*，》，z 的 一 次 方程 
Axt BytCzt D= 0, (3.3) 
其 中 万 = 一 (4x (+ By, + Czi)， 方 程 (3.3) 称 为 平面 的 一 般 式 方 
m 
由 此 可 得 下 面 定理 ， 
定理 1 平面 方程 是 x ,2》, 2 的 一 次 方程 ，' 
RZ, CHL MER hay, 
定理 2 任何 一 个 * ,》, 2 的 一 次 方程 
AxtBytCz+D= 0 
CHpA, B, C+#£2% 》 的 图 形 是 一 个 平面 . 
EA ” 任 取 满足 方程 的 一 组 解 (x osyoyzo) 代入 方程 ， 有 
AxotByotCztDe0, — _.. (3.4) 


= 
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(3.95.4 4m, 48 
A(Gx—x )TB(y—y )+C(s— z, )=0, 

此 方程 为 平面 的 点 法 式 方 程 ， 即 过 点 用 oxo ,yos2o)， 法 线 活 量 为 
n 二 {A,BB, 忆 1 的 平面 方程 . iE He 

对 于 特殊 的 三 元 一 次 方程 ， 对 应 的 平面 有 特定 的 位 置 ， 
| 当 D= 0 时， 方程 (3.3) 成 为 Ax 十 By 十 Cz== 0, CERAN 
点 的 平面 

33 A= 0 时， 方程 (3,3) 成 为 By 十 Cz 十 DD= 0 ， 该 平面 的 法 线 
矢量 nn 二 {0 了 了 B,C} 与 * WE A. KER SHE. wey 
B=0, 或 C= 人 涪 了 时， 方程 对 应 的 平面 分 别 与 》 轴 、z 轴 平 行 . 

u A= B= 0 时 ， 方程 (3,3) 成 为 Cz 十 D= 0, 该 平面 法 线 舌 
量 Rn 二 10，0 ， 忆 } 与 z 轴 平行 ， 歼 平面 与 xoy 面 平行 。 疗 理 当 B < 
C=0, 或 C=A= 0， 方程 对 应 平面 分 别 与 yor Eb zox WW F 
fT. | | 

4A= D= 0 Bj, 方程 (3.3) 成 为 By 十 Cz 二 0， 该 平面 法 线 
FKin=10, By Ch 5HE, RATRHRA, BRM x 
轴 的 平面 。 AH, 4B=D=-0tRhC=D=-0n, ARYE EH 
Rik Ast Ya, at 2 SCP. 

例 一 平面 通过 3 了》 轴 、 且 垂直 于 平面 * + ytz=0, RE 
的 方程 ， 

解 ” 因 为 平面 通过 3 了 轴 ， 所 以 = 二 人 = 0 ， 可 设 所 求 平面 方程 


为 
Ax+Cz= 0. 
xW 38 5 E FW E, KENERARHAABE, A 
A+C=0, | 
Bp =— A, 
代入 方程 ， 得 


x — z = 0 


。413 ， 


为 所 求 平面 方程 
PEREA 
在 平面 的 一 般 式 方程 
Axt By+ Cz+ D= 0 
h, BAL B. C. DWRAB, 则 所 对 应 的 了 面 不 了 行 于 任 一 此 
标 轴 ， 且 未 过 原点 ， 这 样 。 方 程 可 化 为 


A B Ç  _ 
=p” +— y top? l, 

记 “一 一 二 ,一 一 号 ，C 一 一 全 出 上 方程 化 为 
x ¥, z _ | 


AEs OPAL B BU 8REB Sy Ë a,b,c 分 别称 为 平面 在 x;y》; 2 
oh AY BRR ( 见 图 7-27 >. WETE, Wh, 


HI 7-27 


例 7 写 出 平面 方程 
34+ ¥—2z— 6= 0 
BU RE AF EB. 
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jays rt, | 


tosd= 
EN: |n el 


= A+B, B, +C CI (3.6) 
V A:+ Bt+ C: VW ALF BEC?’ 
公式 (3.6) 称 为 两 平面 的 夹 角 公式 . 
两 平 画 的 垂直 ， 平 行 条 件 ， 可 异 助 于 责 平 面 的 两 个 法 线 矢 量 关 
系 得 到 如 下 结论 ， 
(1) AFT, RAW CHP DERE 
Aå: +B, B+C, C= 0, (3.79) 
(2) WEH«,, 7, FGKO GRRE 


A B Ç 
=l — 71 = 


AS 求 平 而 x 十 y 一 4z 十 2 二 0 与 x 一 2y 十 2z= 0 的 夹 角 . 
和 解 ” 取 二 平面 的 法 线 矢 量 为 

m =1l,1,—4 mi={1,—2,2}. 
设 二 平面 夹 角 为 8。， 由 公式 (3,6) 得 


læ] irel Y18*VYW9 v2 


0= arecos——= = 
“op 4 


WI HEM xe. y e z) ws, Ast By+Cz+ D = 0 FF 
BJ — a, RAM SPP oi BES d ( W.ET7-29). 

i EPM r 上任 取 一 点 :x1,y1,21)， F fE xz BJ HEAR 
fin. FHE]7-29, B#RAM,M,5a 32 flj n) EAHA. Br Gh M, 
到 平面 的 距离 为 _ 

d= |PrinM.M |= |M ,M, : nl 
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EPn Anh Rk ta 5 Et, M IM m= (x — x, Yo i Zi zito 


"= [——— ——— — 
VAF BFO”? VA BFC? SATB FC 
所 以 
一 一 一 > a 1 
M.M, : n° = SATE BL ET Ato xt B(y y) 
+Clay— 21), 


由 于 Ax, + By, $O2z,+D=0, 有 


M IM, ne ot By e T Cz +D, | 
M Man V A + BIC? . 


由 此 得 


|Axo+ By -+-Czi+ DI 
d=- VERO £3.9) 


公式 (3。 DPA AM (x, Yoz RAT Byt Cot D= 0 的 
距离 公式 . 
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§4 空间 直线 及 其 方程 
一 ”空间 曲线 方程 的 概念 
空间 曲线 可 以 看 作 是 空间 两 个 曲面 的 交 线 , 
EZERT THES o SAFED HA 
Fixy z)= 0, Gla, yz)=0. 
IWJ 36839 C. AFHAC EER ARRERA RET ÉH TE y 
E, PO, WAC hy 5 TRES E 77 PE A 


(= 


(4.1) 
Clx, y z)=0. 


反之， 如果 点 村 不 在 曲线 C 上 ， 那 末 点 村 不 能 同时 在 两 个 曲面 
上 .所 以 ， 点 肝 的 坐标 不 满足 方程 组 (4.1)， 因 此 ， 空 间 曲 线 C 可 
以 用 方程 组 (4.1) 来 表示 ， 方 程 组 (4.1) 称 为 空间 曲线 C 的 一 般 方程 
〈《 见 图 7-30 >. 


AA 7-30 


Blin, Rixt ty tz RSEN = h COCER HY 
AE Hs HH e> y RBS 
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t=, 
z= h, 
它 表 示 在 2 = h MELKO, 0, AbD, Ur=w R3— kh? 
2254685 BI CL EA7-31 ) ， 


图 7-31 


下 面 先 讨 论 空 间 最 简单 的 曲线 一 一 直线 ， 

二 寓 线 的 标准 式 方 程 与 参量 式 方 程 

空间 直线 位 置 的 确定 有 不 同 的 几何 条 件 . 如 过 两 定点 ， 过 一 定 
Ar 且 胖 行 于 某 矢 重 等 。 下 面 甩 后 一 条 件 来 建立 空间 直 然 的 方程 
任何 一 个 平行 于 直线 的 非 零 和 拓 量 ,都 称 为 该 直线 的 方向 疾 
Ë. . ` 

BERLE AM eos ye zo. BEIER RESH={m, a, P} 
为 方向 矢量 ， 试 建立 直线 方程 _ 

HAM, I, HERLEES BR, FX E M.M 与 
直线 工 的 方向 矢量 3 平行 ( 见 图 7-32 ) ， 所 以 ， 两 矢量 对 应 航标 成 
EA, HEM M= 1xz— x y Yos z—2 于 是 有 


HX — X — o _ 2-2 
E PSP s (4.2) 


TEDEAM S, 3, ) 在 直线 上 上 的 充分 必要 和 条件 ， 所 以 ， 
| .419 


图 7-32 


方程 (4.3) 就 是 直线 工 的 方程 ， 通 党 称 方程 (4.32) 为 直线 的 标准 式 方 
程 
直线 的 任 一 方向 矢量 S$ HERM, n, RIESA AH i 
数 ， 应 当 指 出 ， 由 于 直线 的 方向 医 量 不 唯一 ， 故 直线 的 方向 数 亦 不 
唯一 . 
直线 方程 还 有 另外 的 形式 ， 如 设 
l Xt Ha = ¥— Vo = a= nh = t 
| m n p , 
其 中 + 为 参量 ， 那 末 ， 有 
x= x, tmt, | 
y= y, tat, (4,3) 
'z= z+ pt, 
方程 组 (4.3) 称 为 直线 的 参量 式 方程 . 
例 1 设 有 过 点 M (1,2,— 3), SWS, S={1, — 2,1}, 
S$, 二 12，0 ， 一 1} 为 方向 矢量 的 两 条 直线 ， 试 建立 它们 的 标准 
ATE, 
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解 ”由 直线 的 标准 式 方程 ， 可 知 两 条 直线 的 方程 为 


L. Fe =Z 


注意 ， 这 里 工 ; 方 程 应 理解 为 两 个 平面 
x — 1 2+3 
出 一 2 一 小 — ”一 
HRR 
= 直线 的 一 般 式 方程 
空间 直线 工 可 以 看 作 是 两 个 平面 #1!，#: 的 次 线 《 见 7-33). 
如 果 两 个 平面 # | 和 x 的 方程 分 到 为 Ayx 十 Byy 十 12 十 D, = ¢ 和 
Asxt Bry tC 2tD.= 0, IRR Se LER L LIL a SP fal 
时 满足 这 两 个 平面 方程 ， 即 应 狂 足 方程 组 
人 


Axt Byt Caz +t D= 0, 


(4.4) 
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ER 


反之 ， 如 果 点 好 不 在 直线 上 ， 那 末 它 不 可 能 同时 在 re 和 zx 上 ， 
所 以 它 的 些 标 不 满足 方程 组 (4,.4)， 因 此 ， 直线 工 可 用 方程 组 (4.4》 
表示 ， 方 程 组 (4.4) 称 为 空间 直线 的 一 般 式 方程 《 sk FF MEAN 
程 ) . 
例 2 将 直线 工 的 一 般 式 方程 
人 7 


2x=--3y—z+ 4= 0. 
化 为 直线 的 标准 式 方程 和 参 重 式 方程 , 
N SRA L F— f £ hos Vos Zo dy» Wie, = 1; RATT 
FA, $ 
Yat z= —2, 
3¥o— z = —6. 
解 得 y, 一 一 2，zo 一 0， 得 二 上 一 点 (1 一 2，0 )、 
再 求 直线 工 欧 方向 矢量 S ， 由 于 两 平面 交 线 与 机 平面 的 法 线 撩 
fin, 一 (1 1 .1)} ns 一 (2，3, 一 1 都 垂直 ， 所 以 可 取 


i j k | 
2 3 —1 


因此 ， 所 求 直 线 工 的 标准 式 方 程 为 
4—1 #¥+2 2 


B  — s ws pp 


—4 3 1 
4 
1 y T+2 z, 
一 4 3 1 d 
则 得 直线 工 的 套 量 式 方程 


x =1— 4t, 
z= % 
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m 两 直线 的 相互 位 置 
AMAA RRO RA, KAWAHARA ). 


设 二 直线 方程 
Lat XXi — YOM = == 
my he Pr 
Lu x—x, PY: — 2-2 
is MN: ps ° 
THRE C BSA. 


AT WAAL, m La i B 5 k 9 Sic {ms mpm 
S,= Im n pr}. PERAKBKARRMAR, WRAL A 
二 ,的 夹 角 9 的 公式 ， | 

Imm tains tpi bol i 
V mini p? v mi+Tni+ pš ` ob (4.5) 
由 两 矢 县 的 垂直 ， 平 行 条 件 ， 可 推 得 下 列 铺 论 ; 

C1) 两 直线 工 (， 工 :垂直 的 充分 必要 条 件 为 
tyme bine F pi pe =0. 


(2) 两 直线 L!， 工 :平行 的 充分 必要 条 忻 为 


cos? = 


hy 一 ti PL 
Mz ta p: ° 
. y _1 
8 3 RRL, 1 二 = 一 一 = Z= 与 直线 


z + 
Laz: *— 1. > l = 7 2 HEH, 


M ERL, 工 ,的 方向 儿 量 分 别 为 Si={1,0 ,一 1)。 
地 2 一 4 一 上 37 1,9 bs HRN MAAR, 得 


. 423 = 


cos? = 1x (—1) 401+ (—1) x0} — =<. 
ww 13 十 03 十 (一 1)2w《 一 1 十 (一 1)2 二 02 2 
所 以 
e=. 


= 
KERL LMI. 


五 ERSPEHHAM | 
W T TEST FFE ens 8, RABAT HW XH 
P, BEREOS PE C 见 图 7-34 ) . 


诈 直 线 工 的 方程 为 
ATW Xo — V7 — ZO že 
m n p’ 
FH x TEA 
Ast BytCztD=90, 


E 7-34 
ATBALWATMRES={m, n, p), 与 平面 ”的 法 线 拓 量 
n={A, B, CRI 38 2 ji 一， 或 一 > +@, XH 


" 424 - 


UODO "wa all TP ah na hamar as r cad . a 
tom Hald en Ueo. dd e d kaa a 


4 x+ 1)+3yy+(z— 1)=0, 
Bp 

4x+3y-+ z+ 3 = 0 
为 所 求 平面 方程 ， 


$5 曲面 及 其 方程 


本 节 将 围绕 着 解析 几何 中 两 个 基本 问题 一 一 已 知 曲 面 ， 建 立 
曲面 的 方程 ; C HUB EP BU Jr EE, MERRER, We MF DL BU HH 
m. mm, wes. 

— #5 

先 分 析 一 个 具体 柱 面 方程 及 其 图 形 ， 然 后 再 介绍 柱 面 的 定义 及 
其 方程 的 特征 . 

A SEHR x 十 y* 一 R? TSR. 

解 ” 已 知 方程 x*: 十 3: 二 RR 在 xoy 面 上 表示 圆心 在 原点 ， 半 和 色 
为 忆 的 回 ， 然 而 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 由 于 方程 x? 十 y? 二 及 ?中 
不 含 坐标 > ,说明 所 表示 的 曲面 上 的 点 与 坐标 z 无关， 只 要 点 的 
BERS, > 满足 方程 ， 那 末 点 ( X,Y, 2 ) 就 在 曲面 上 ,这 就 是 
说 ， 凡 是 通过 xoy MEE x+y =R, HFF zH hE, 
者 在 这 曲面 上 ， 因 此 ， 这 卓 面 是 由 平行 于 z 辅 的 直线 ， 沿 xoy 面 上 
圆 x%* 十 7 一 玉 2 平 行 移动 而 形成 的 ， 该 曲面 称 为 沿 柱 面 ( 见 男 7-35)， 
其 中 xoy 面 上 的 图 称 为 圈 柱 面 的 准 线 ,平行 于 z 轴 的 直线 称 为 回 社 
Ta ER) A eR, | | 

—BÑ2b, HF T EB S, HHHACBAKH BALE RAH 
胃 迹 称 为 柱 面 、 曲 线性 称 为 柱 面 的 准 线 ， 动 直线 工 称 为 柱 面 的 挟 
线 ， 

EATA, KE: 的 方程 xz? 十 9 一 六? 在 空间 直角 坐标 系 中 E 
ARNE, HERA osi EM BP ty =R, CHER A z 
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nl rt a ae 


E 7-35 

$. | 

38169 r x? + nm TREE ox Est +29=1, 

母线 平行 于 > ay BE E-386). XIN, = y? RRR 
为 yoz 夯 上 的 抛物 线 , 母线 平行 于 x HARE C737), 


图 7-36 
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图 7-3) 

A, Hx, y, ik HREF a, =0 ESHA fb 
MRR PRRERAcosMM MRP (x,y)=0, BARE TF z 轴 的 
Ei E-333). BP, Res 2, MRS HHBG(«,2=0, 
AEA zoxT LRG, 2)=0, Bpe03F rJ y HED. 
R&Y,2, is PHEACy,2=0, KES 为 yoz 面 上 的 曲 
Huy, 220, BRE x 轴 的 柱 面 . 


S: F(x,y)=0 


E 7-33 


= WE 
ihe — I T— MEN. Ç EH B SR L 84 -— SR 153 
L M12828 fB = 的 定 直线 旋转 一 周 ， 记 得 的 旋转 阳 面 称 为 画 难 面 。 两 
- 428 。 


| 7-39 
直线 的 交点 称 为 圆锥 的 顶点 ， 两 直线 的 交角 a 称 为 圆锥 的 半 顶 角 ， 
例 2 ”一 直线 绕 其 平面 上 一 定 直 线 旋转 ， 形 成 圆锥 面 、 其 半 顶 
角 为 &a《 见 图 7-390 ) ， 试 建立 圆锥 画 方 程 
RB ”选择 坐标 系 如 图 7-39。， 锥 顶点 为 坐标 原点 ， 定 直线 为 z 


m. 
设 动 直线 开始 位 于 yoz 面 上 ，jM 00, 921) 是 这 直线 上 一 点 ， 
那 末 ， 有 
21 yictga, € 5.1) 
4 SE 2986 z 轴 旋 转 ， E SM ie tE a #E Taj E 点 JE 
B), HF RMAs Ys 2K, 


2 Zt» 
AM ya Bi WEN, 

=V by? = |y.l. ` 
即 3 一 土 v zits’. 


将 mety ety, a=z 代入 (5.1) 得 ， 
z = +, x ty’ ciga, | 
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r 


Fa=ctga, 得 
zima (xŠ + v9) (5.2) 
方程 《5.2 ) 是 点 M(x，y，z) 在 锥 面 上 充分 必要 条 件 ， 称 ( 5,2) 
为 顶点 在 原点 ， 直 线 绕 z 轴 旋 转 的 锥 面 方程 ， 类 似 ， 方 程 
(z—29)? =a" (x+ y), 
ERMAT, O, zo), HRs MEN. AA G BJ jE 
出 的 其 他 坐标 轴 为 旋转 轴 药 锥 面 方 肆 ， 一 般 情形 ， 一 平面 曲线 伐 同 
一 平面 一 条 定 间 线 旋 转 一 周 所 成 的 疝 面 ， 称 为 旋转 曲面 ， 其 定 直 线 
称 为 旋转 曲面 的 轴 . 
用 同样 的 方法 ， 可 得 一 般 旋转 烛 面 的 方程 . 
设 yoz 面 上 一 已 知 曲 线性 : F(y,z)=0, 6 HACE z HR 
转 一 周 ， 就 得 到 一 个 以 z 轴 为 轴 的 旋转 曲面 《 图 7-40 ) ， 仿 上 例 分 
析 方 法 ， 只 要 将 yoz 面 上 曲线 FCy,z) 二 0 中 ,保持 zx 不 变 ， 将 3 
用 + x? 十 y? pR, MEANA yom LAE Fn, 
Se z 轴 旋 转 的 曲面 方程 
Filt xity? ,2)=0. 
同 理 。 车 将 yoz 面 上 的 曲线 (yy,z)=0 绕 》 轴 旋转 记得 的 族 
转 曲面 方程 为 


30， 


Fg, £427 +2x7)=0, 
y2=2pz 
Ws 将 抛物 线 { | 绕 = MET ROOM BENEA 
{= 


将 yoz 面 上 曲线 yY4 一 29z 中 的 = 保持 不 变 ， WY A 土 xs ys F 
Hi, BD48 

xX y2= 2 pz 
这 旋转 曲面 是 由 抛物 线 旋 转 而 得 的 ， 故 称 为 旋转 抛物 面 . 


y=y +z 
例 4 将 直线 { ， SEYREDER M, 是 将 
x= 


3yoz 面 上 直线 y 一 ?9o 士 z 中 的 保持 不 变 ， 而 2 用土 xs? 十 z2 Sm, 
即 得 

(y= y =a ta, 
这 就 是 顶点 在 《 0，y，0 7 ， 以 ?了 轴 为 旋转 轴 的 锥 面 方 程 。 


86 二 次 曲面 


在 平面 解析 几何 中 ， 将 二 元 二 次 方程 对 应 的 其 线 ， 统 称 二 次 曲 
线 ， 类 似 ， 在 空间 解析 几何 中 ， 将 三 元 二 次 方程 所 表示 的 曲面 ， 统 
称 为 二 次 曲面 ， 

本 节 主 要 讨论 给 定 三 元 二 次 方程 如 何 确 定 其 曲面 的 形状. 为 
了 获得 方程 的 图 形 ， 通 常用 “平行 截 割 法 ”来 讨论 ， 就 是 用 平行 于 
坐标 面 的 平面 族 截 审 曲面 ， 由 所 截 出 的 平行 的 曲线 族 葛 形状 ， 综 合 
分 析 ， 来 确定 曲面 的 形状 . 

— wR 

方程 


x? y z 
s ++ s = 1, (a>0, 6>0, c220), (6.1) 
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RRA, BARRE. 
下 面 用 “平行 截 审 法 ”来 讨论 ， 
ROAxovH ETH ORAAT HA. SHR 2-0 
截 荐 ， 截 出 的 曲线 为 


b° 


3 z 
Patas 
z= 0. 


ik £ — THA, BAz=ARB HM, ARLH BUR S 
B p3 n 


a” 6? g? 
z=}, 
MaLa, M~—-cech<oeh, Bih H E Á m. 
M453= 3, A= tch}, 蕉 出 一 个 点 《0， 0, c) RO, 0; =c} 
44>, SH, Jy ( 6.1 ) 的 右 端 小 于 零 ， 故 平面 ?= 一 /与 曲面 
(6.1) 无 交点 ， 
因此 ， 用 与 xoy RTH ERS RAR. 在 平面 
z= RAHAA, 44 hoch, KARENE, Bh, E 
为 一 个 点 ， 同 理 ， 当 处 从 0 变 到 一 ce 时 ， 所 截 出 的 椭圆 也 逐渐 变 小 ， 
最 后 ， 变 为 一 个 点 ， 
同样 ， 用 与 yoz 曾 、zox 面 平行 的 两 组 平面 相 稚 ， 也 截 出 相应 
的 两 组 椭圆, 
综合 分 析 ， 方 程 (6.1 y 所 表示 的 图 形 如 图 7-41. 
特别 ， 当 a 二 5 二 c 考 90， 则 方程 6.1 > ZRU O 点 为 球 心 4 为 
半 名 的 球面 ， 当 a ， 志 ，c 中 有 两 个 相等 时 ， 曲面 为 旋转 面 ， 例 如 
Fa=-btc, WAH C 6.1 yf 28, 


x? + 3 z? _ 
apt 
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HI 7-41 


y 2 
E hm era: Hee DESE IRER C 参见 
x= 0 .. 
$5, Z), 
Š Nm 
方程 
= +2 =z (p q 同 导 ). G2) 


MAn, RAHM. 
用 平行 截 割 法 来 确定 方程 (6.2) 的 图 形 ， 
设 5>0，09>>0， 用 坐标 面 z 一 04 规制 这 个 曲面 ， 得 到 一 个 点 ， 即 
SERIO (0, 0, 0). 
FSA z= ARI Ta MA <ORS, c= AG Hii C 6.2 ) 无 交点 ， 故 
z<0 THD. Aot, RHR 
* * 
Ti. + m =ils 
=k, 


s433. 


Bhk, HBR, 
再 分 别 用 另外 坐标 面 x 一 0，y 一 0 截 割 这 曲面 ， 分 别 得 抛物 线 
位 = qz, WE 
x=0, y=0. 
和 且 它 们 都 是 开口 向 正 z 轴 方 向 ， 顶 点 在 原点 的 抛物 线 。. 
综合 分 析 ， 可 知 炳 加 抛物 面 如 组 7~42, 
SH, Spook, WHC 6.23444 
xt + y? = 2 pz, (6.3 > 
此 为 常用 的 旋转 抛物 面 . 


B 7-42 


由 方程 
—— PO 
2p 十 -25 2 > 9 同 号 )， -o D 


新 表示 的 曲面 称 为 双 曲 名 物 面 ( MKD 
MH, 4P>0, I>O0R, PALABRAS j W 2 El 
7-43。 这 个 方程 的 图 形 由 读者 自行 分 析 解 快 。 
三 ”办 曲面 
由 方程 
« 434 « 


x +5 ~~ = = —1s (a-0,b>0,¢>0), (6.6) 


MA 552zo yi 3 47 HP RAST B BR, SRB By HA J 
kaa 


a? ` Bb c7 
z=h, 
可 以 看 出 ， 当 一 c<Ah<c， 平面 与 曲面 无 交点 ; She tchi, RH 
点 分 别 为 0， 0, c), (0, 0, —c); X kj > ch, RMA 
HD, BY 151383 A, MARK. 
32 Y BE W 36Rb W SEHH BIB EE, BOM A<—0, y=0 截 曲面 ，. 
分 别 得 双 曲 线 


3 2 z 
= — a l, 1 
x=0, (3 = 0. 


综合 分 析 、 观 叶 双 出 面 如 图 7-45， 
- 436° 


四 ”空间 立体 图 形 作法 举例 

前 而 讨论 了 柱 而 、 旋 转 面 以 及 二 次 曲面 的 方程 与 图 形 ， 今 后 党 
常 需要 作出 由 儿 个 曲面 所 转 成 的 立体 图 形 ， 下 面 举例 说 明 立 体 图 形 
的 作法 ， 

WS 作出 由 平面 x 十 y 十 z 二 2，2% 十 y= 二 2， 和 坐标 面 x==0. 
y==0、z 二 0 所 转 成 的 立体 图 形 . 

解 ” 先 作 平 面 * 十 ?十 z= 2， 在 zx ,y ，z 轴 上 截 距 均 为 > , 得 到 


平面 4BC， 
哥 作 平面 2x 士 y 一 2， 志 平面 在 x ，2 轴 上 裁 距 分 别 为 1 2, 
且 平 行 z $E. BS ADC, 0, 0) SDE z 轴 的 直线 交 4C 于 互 ， 
叉 知 点 Bt0，2，0) 亦 在 此 面 上 ， 故 连接 E838， 了 仓 得 此 平面 DBE. 
综合 分 析 ， 知 所 求 立 体 为 DBOCEX 见 图 7-46 ) , 
Ag 


He 作出 由 曲面 > =v3 >x y, (x2+ yt)=2z BE Fl s£ 
的 立体 的 图 形 . | 

Ro 曲面 z =V3~—-x°—-»? 是 以 原点 (0，0，0 ) 为 球 心 , 3 
为 半径 的 上 半球 面 . | 

曲面 x* 十 y? = 二 2z 症 以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 抛物 面 ， 由 于 在 yoz 
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Mb AMHR y?=22. Fy +. 2,21, 得 点 A(0,w 261), 
BOO, =v 2, 1). Bh xn? + 9? = 2z 在 yoz 上 的 截 出 的 
抛物 线 AOB， 上 生 知 以 此 抛物 线 绕 z Hes, Bl HEH. 

又 由 于 以 上 二 曲面 由 关于 举 标 面 x 一 0、y 一 0 对 称 ， 庆 其 交 绑 
为 平行 yOx 面 的 圆 ( 图 7-47 ) . | 


图 7-47 


Ay fEIHH IRIS —z=x2+ y2, x=1, y=1,x=0, y=0, 
z 一 0 所 围 成 立体 的 图 形 的 第 一 封 限 部 分 ， 

R 曲面 3 一 :一 2 十 % 是 由 yoz 面 上 的 曲线 

Š — z= ° 
绕 cz 轴 旋转 而 成 的 旋转 抛物 面 ， 它 与 xoy 的 变 线 是 以 源 点 为 中 心 ， 
V 3 为 半径 的 圆 . 

x 一 与 3 一 1 分 别 是 垂直 于 cox 畏 与 cy 轴 的 平面 。 平 面 * 王 1 通 过 
点 《10,0 ;平面 y= 一 1 通过 点 (0，1，0) HRIRD2-—z=x2:+ x, 
与 平面 x 三 1，y 一 1 及 三 个 坐标 面 所 转 成 的 立 蛋 图形 在 第 一 卦 限 部 
分 描绘 出 来 如 图 7~48 所 示 。 图 中 OAECGBFD 所 图 的 区域 即 为 所 
要 求 给 出 的 图 形 ， 
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$ 7 ”空间 曲线 及 其 方程 


一 ”空间 曲线 的 一 般 方程 
在 §4, 一 中 ， 已 经 介绍 了 空间 曲线 及 其 作为 两 曲面 交 线 的 一 般 
方程 


F(x, yz) = 0, 
{ (7.1) 
GC x, y) =D, 


TEA BH: [8] ii #k ñij — zy HR 
Wi 考查 曲线 方程 
| x+y =l, 
G = x" Fy". 

所 表示 的 曲线 ， 

解 ” 方 程 组 中 第 一 个 方程 表示 惟 钱 为 xzoy 面 上 的 国 x? 十 y? 二 1，。 
母线 平行 z 轴 的 圆柱 面 . 

第 二 个 方程 表示 顶点 在 原点 以 z 轴 为 轴 的 上 半 图 锥 . 

国 柱 面 与 圆锥 的 交 线 为 平面 z= 一 1 上 的 网 xi 十 2%2 一 15 见 图 
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7-49). 
例 2 考查 曲线 的 一 般 方程 
[一 
x'—Rx+ y= 6 
MERAIH, 


R ”方程 组 中 第 一 个 方程 表示 上 半球 面 ， 
第 二 个 方程 可 变形 为 


ERMA PI TozhhARE. 
两 个 曲面 的 交 线 如 图 7~50. 


图 7-50 


二 ”空间 曲线 的 参量 方程 
在 § 4 直线 方程 部 分 ， 介 绍 了 空间 直线 的 参量 方程 ， | 
一 般 地 ， 空 间 曲 线 也 可 以 用 参量 方程 来 表示 ， 如 果 曲 线 上 任 一 
AROMA, J, 2 都 可 以 用 参量 KAT, M 
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X =x(t}, 
Y= y(t), (7,25 
z =z(t), 
则 随 着 + 的 变化 。 便 可 得 到 曲线 上 的 全 部 点 .方程 (7.2 ) 称 为 空 
间 曲 线 的 参量 方程 。 

AS 设 空间 一 点 MGx y D) E NER tye 上 上 ， 以 
ABR Boz hit, AW, RUA E o 38 z 轴 正 向 上 升 《其 中 
O, 都 是 常数 ) .这 种 点 的 几何 胃 迹 称 为 螺旋 线 ， 试 建立 螺旋 线 
方程 ， 

Mm Re: HSH, 4-0, 8 hu FM (R, 0, 0), 2 
过 时 间 + , SAM Jesse M(x,y,z)( PA7-51). Tj MI AM 
fexos MW LHR, ET ah KM EBE LOAM Eo ee, Bi 
间 上， 转角 为 of， 有 


人 = 10M’ |cos@t=Rcoset, 


y = OM” | sin@t= Rsin@t, 


¢ dh « 


MO R Ta SAE o z ee bs, BUA 
z= M' M= st, 

因此 ， 螺 旋 线 的 参量 方程 为 

x = Rcosot, 

P = Rsin@t, 

2z = ət, 
也 可 选用 其 他 参量 ， 如 令 9 二 wx， 则 以 上 螺旋 线 的 参量 方程 为 
x = Recos, 
Y = Rsin0, 
z =b80, 


这 里 参量 为 9 ， 数 8 = 


三 ”空间 曲线 宪 符 标 面 上 的 投影 曲线 
设 空间 曲线 忆 的 方程 为 


F(x, y52)=0, 
{ (7,3) 
GO x, y¥,2)=0, 


FRUCHACEMERMLNRE HRANE. 

首先 ， 沉 要 明确 两 个 概念 ， 

以 空间 晶 钱 忆 为 准 线 ， 以 平行 于 oz 轴 的 直线 为 母线 的 柱 面 ， 秘 
为 曲线 CC 关于 xoy 曾 的 投影 柱 面 ， 投 影 柱 面 与 相 庶 坐标 面 xoy» WG 的 
交 线 称 为 空间 曲线 C 在 xoy 面 上 的 投影 曲线 { RHR CE xo x 面 
上 的 投影 ( 见 图 7-52 )， 

为 求 则 线性 的 投影 曲线 ， 关 键 妥 求 得 与 该 曲线 相应 的 投影 柱 面 
方程 . 
下 面 求 投影 柱 击 方 程 。 设 空间 曲线 已 的 方程 为 

Fix, y,2)=0, 


47.3) 
Gays) =0, P : 


a 442 = 


Fl 7-52 
则 由 方程 组 (7?7.3 7) Be, pees, eR 
五 (wy 一 0 € 7.4} 

即 为 曲线 忆 关 于 xoy 面 的 投影 桂 面 方程 ， 

事实 E, + (7.4 ) 是 由 方程 组 (7.3 RE z 所 得 的 结果 ， 
而 曲线 CC 上 点 的 坐标 * ,3》, 2z 必 满 足 方 程 组 (7.3)， 因 此 ， 共 
前 两 个 坐标 Xx 、3》 必 满足 方程 C7.4 ) ， 这 说 明 曲 线 忆 上 所 有 点 都 
在 方程 《7.4 ) 所 表示 的 曲面 上 。 又 知 方程 《7.4 ) 表示 一 个 母线 平 
行 于 > 轴 的 柱 曾 ， 综 上 所 述 可 知 , 方程 (7.4 ) ARCH Troy 
面 的 投影 柱 面 方程， 

由 此 可 得 册 线 C 在 xoy 面 上 的 投影 曲线 为 ， 


HCx, 9)=0, 
{ (7.5) 
z=0, 


同 理 ， 若 求 曲 线 忆 在 yoz 面 (或 zox 面 ) LitEA > WE 
382 (7.3 ) 中 的 xx《〈《 或 4 )， 将 所 得 二 元 方程 与 相应 的 坐标 面 x 
=0( 或 2 一 0 )》 联 立 ， 即 得 给 定 曲线 C 在 相应 坐标 面 yoz 《或 zo% ) 
面 的 投影 曲线 方程 . 

AS RAW HAC 
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z= x+ yt, 
人 
在 xoy 面 上 前 投影 曲线 方程 . 
解 ” 将 曲线 己 的 一 般 方程 消去 坐标 z ， 得 曲线 CC 关 于 xoy 面 上 
的 投影 柱 面 方程 
x+y =l, 
MC Exoy ERE BRC 为 ( 见 图 7-53 > 


Wt RZEC 
x+y >= 4, 
veer 
在 yoy 面 上 的 投影 曲线 方程 . = 
镍 ”将 曲线 忆 的 方程 消去 上 坐标 2 .得 到 曲线 己 关 于 xoy 面 上 投 
影 的 柱 窗 方程 ， 
x2 + y? =2, 
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附录 RIK 


说 明 ， 

1。 为 了 便于 排 印 ， 定 本 表 中 设 有 写 出 积分 常数 C， 岂 没有 给 
对 数 的 真 数 加 上 绝对 值 符号 ， 使 用 时 应 当 自 己 滩 上 . 

2。 FANE, RHP s, b, c, m, n, b, 
fr 、5 都 表示 实 的 常数 ， 车 分 母 的 因子 中 有 这 些 文字 或 这 些 文字 的 
REAC m+, 2n +m, r-s SS, MMBC FH 
情况 除外 . 


(—) AM RRR 


A. 省 有 oa 十 bx 


Ze — = jaz. 
x 


Cat bx)"*! 


s, J <ctb2)"dx= ot bey 


ds „l 
4. J- gintot bx), 


j v™{y~a)*du, Je o= a+bzx., 


on 


J x"(at bx) da= pa 


dx= -pir | ==2 dc, 其 中 b 一 ea 十 bz， 


"u 


@ 
` 


Keva 
(a+ bx)" 
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证 看 的 公式 7-13 都 是 6 的 特例 . 


7 dx — _. 1 
. (atbx)? blatbhx)* 
" (a+ bx)° 2hlatbx)? * 
— X _ ae oe _ l 
9, j Tx dx 一 一 ((a+bx)—aln(a+bx)). 
10 | fs. dx 一 -二 -| 1 or60+ to | 
° (a+ bx)2 “pel +bx j 


x asel |. 1 9 
11. jae dx 点 -| at bx +J 


x° =l 1 z 一 一 
12, J ot ba dx ps [fot ow 2alat bx) 
+atIn(a+ ba) | N 
13 | phir te [ot bx) —2alncot ba) 
: (Cal bn) p? 
atbx |. 
dx B= J == z6)" 
14. | a Cat bx)” a” tet do， 其 中 
atbébx=xv. | 
下 面 的 15 一 18 都 是 14 的 特例 ， 
dx _ 1 x 
15. | = ln apx ' 
dx _ 1 
16. | a alat bx) +5 ¿slna 
dx a+ bx 
17. j; atbx) — ax yti x 
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OA pa i 


* 


18 | dx = — a+ 2bx + 2b, a+ bx 
* x Cat bx)? a'x(atbx) a° x 


B. Ho ix’, b+ex’ 


1 
1. Joe mercies 
dx 1, a+% 
20. a? — 4 = Fata — x 
dx _ 1... fe 
2i, ppt terete Es (6>0, oO). 


dx 1 bro 
22, jJ Baa UT x oe (6>0, c< 05, 


dx x 


23, | font” Sab box) 
2mb (o+tex?)** 
_ xdx — 1 J 
24, iFox 25 lalbt ex’), 


25 J xdg = 一 1 1 
° (8 二 cx 十 cx 


26 aids =i-£f dx | 
a btext? cC CJ btern?’ 
27 tidx = — x + | dx | 
* (btext)  Dye(b+Tex2)” 2me J (-Fcx3y" " 
dx ií x? 
a. j PTT TPS SSK bie 
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29. 


30. 


ai, 


82. 


33. 


34. 
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|— E = -4 | zr 
x Oc: bx 63 bex3 ° 


| dx =l dx 
x’ (b+ eat)! b 3 bFer y 
dx 


mE | ax _ 
b J (b+eox2y"*tt * 


j dx _ [in x+, 
b+ exŠ 3b V x7 — kytk? 


= —k 
+ 3 arcte | 


$ 
其 中 b =(5) . 
xdx = LI n x? — x+ k 
b+ex* 3ck x + R 
z 2x 一 T 
+. 3 arete 73 j. 
+ 
spe =(2) ， 
j dx ` = 于 | dx 
tox) i b J Ch Fex*Y 


x" dx 


č 
TE) Bier rti ° 


x" = mt 
J (b+ ex"? dx =< j (b+ cx")” 


dx 


_-5 fe 
3 (Brox st d. 


| dx 1 x? 
35, [ES =y = “ba In b+ ox" 


x M dx 
36, j= Abtei # x" (b-- cx") 


dx 
-5 x "Cb-bex T 


37, f x74 ony? * dx 


= x" ti(b-Lex")”t3 
e(nptmtatl) 


b(m—n+ 1) 


— T oy F+ 1 
cap kmtntp | ‘btow) tida 


a] Cb tex*)?*! 4 bn(p+ i) 
np-rm-++n+1 aptmtntl 


。 ERT 


C. @RXKatExtyn® (0) 
把 它 配 成 完全 平方 ， 就 可 以 用 上 面 呈 的 公式 ， 令 


3 
_ A - — a 
Xa tr (atay) ban, om, 
得 水 一 户 十 cypa。 


这 个 形式 的 积分 可 以 用 .上 面 B 的 公式 求 出 。 
«451 = 


(—) 根 式 代数 函数 
A .含有 Wa 十 bx 


38. Z; bx dx 2 _V CaF Bay. 


2(2a—3bx)v (atdbx)? 


39, | «vortex dx= 一 1563 . 


40, j wa bx ds 


2(807— l2abxt15bix?) (atbx)® 
1055° . 


41. fx /atbxdx= Cx" / tat bay? 


_ 2 _.. 
b(2m-- 3) 
—ma | iatha dx). 


42. dx _ 2Vatbx | 


V a+bx b 
dx 1 ¿atbx—v a ` 
a le Te EE “a>. 


dx _ 2 fatbx 
44, I >= arcta, f 一 了 LaO). 


dx _ — _ vatéx b ff dx _ 
45. J = ax. 2a lars 
dx = _Vatbhs 
6. |Z Poppe am 
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2na x" atbx 
sds _ _ 2(Qa-bx) uyr 
47. Vatbx 3: Yatbx. 
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